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Note sur la maniére dont se composent les valeurs de

e e h(aP—1) |
y et z dans P'équation %2 =vy’+pz’, et celles de ¥
et Z' dans P'équation [—}%j—:—zi) =Y+ pZ*,

(Par Me'le Sophie Germain & Daris.)

I\Ir. Le Gendre arémargué (Théorie des nombres, 1830, T. 2. No. 512.)
que dans I'équation 2%—’751—12 =g+ ps*, due d Mc. Gauls, les eoéfficiens
des diverses puissances de x dont se compose la valeur 9’y sont congrus

(mod. p) aux coéfficiens des mémes puissances, dans le développement de
p_-:_l
2k—1)°.
Cette remarque peut servir 4 £tablic dabord, que y est fonction
homogéne de = et —1.

Il en résulte que pour les nombres 4 £+ 3, les termes dont le dé-
Pt
veloppement de 2(x—1) * est composé étant en nombre pair, puisque

1 .
]-’-'2-*:- = 2k 4 2 représente ce nombre, ceux des termes qui comparés deux

=
d deux ont des coéfficiens égaux, seront tant dans 2(x—1)*, que dans

la valeur &'y, affectés de signes différens.

Le contraire a lieu par rapport aux nombres de la forme 4% -1
’)_—}
car, le nombre des termes dont se compose le développement de 2(x—1) *

étant exprimé par 2k 41, il est évident que ceux de ces termes qui, com-
parés deux & deus, offrirent des coéfficiens égaux, seront affeetés du

méme signe.
p—1

Il m'a paru quon pourroit se servir de la formule 2 (x—1)* pour
déterminer, d’'une maniére générale, & I'égard de chacune des formes du
nombre p, quels sont les coéfficiens des dilférentes puissances de x dont
se composent les valeurs de y et de z. A la vérité, passé les premiers
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de ces termes, les calculs deviendroient trés compliqués; mais & 1'égard
de ceux-ei, on trouve facilement les valeurs suivantes, que je crois exactes
et qui se verifient dans tous les cas que Mr. Gauls a calculés directement.
Lorsque p est de la forme 8§£41,

gy = 2xM* 4 2 E 4 1) 2 (3 E 4 1) £ ete.

% = xk—-x+ 4](-9
p étant de la forme 8k+5,

y = 2x41\+2+ w47(+;+ (2k + 2) 2 kxt— + ete.

z = a2 J0.2%+ ete.;
si p est de la forme 8% -3,

y = 2&* ¥ — 2k 2 - (B 1) 2 1 et

z = z% J4+0.2% 4 (k—1)x* "+ ete.;
a Fégard des nombres de la forme 8% 47,

y == 2&* 4 e (k1) 2 — (3 4 2) 2™ + ete.

z = "2 4 ¥ 4 ete,

L’équation ( " — k) J =Y"*+pZ", dans laquelle » représente un
nombre entier qu’elconque » est une mmple généralisation de I'équation de
Mr. Gauls. En faisant =2 on a ~ — —— ) = Y"*+pZ". Sion peut

appliquer la remarque de Mr. Le Gendre a cette équation, on dira que les
coéfficiens des différentes puissances de x, dont se compose le développe-

iy

ment de 2(x—1)* sont congrus (mod. p), aux coéfficiens des mémes

puissances, dans la valeur 0'Y’,
pl=
Il est évident que le développement de 2(x—1) * se compose de
p°+1

o— termes; et, pour peu quon veuille y faire attention, on verra que

P+

les coéfficiens des

premiers de ces termes, si on essaye de les divi-

ser par p, laisseront tous un reste; tandis que les coéfficiens des —-2—1-

termes suivans n'en laisseront pas, que les p+ termes écrits & la suite
de ees derniers auront aussi pour coéfficiens des nombres non divisibles
par p, et quils seront suivis de f—:—-i- termes, dont les coéfficiens sont au
ontraire des multiples de ce nombre , et ainsi de suite.
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Les seules puissances de x qui puissent faire parties de la valeur
pi—

8’ ¥* seront celles dont les coéfficiens, dans le développement de 2 (x—1) * ,
ne sont pas divisibles par p.

4 1— e I4
La valeur de ¥’ est donc formee de L + suites composées cha-

cune de 27 + termes, qui renferment autant de puissances differentes de x.
Une quelconque de ces suites est séparée de la suivante par une lacune de
’3—2_:—1- termes, renfermant autant de puissances différentes de x; et, parce-
que les premiers et les derniers termes de la valeur de Y7, appartiennent a

deux séries de 2 + termes, on voit quil y a ———— lacunes, del -——2— termes
chacune, qui dans la valeur de X7, séparent les unes des autres les I +
+1

séries, de L‘Z— termes chacune, dont les coéfficiens, abstraction faite du
signe, sont plus grands que zéro.

La forme générale des puissances de x qui appartiennent aux l’.'%'_!

p+1

termes dont se composent les “— séries est xt —Qup j 28+1), dans

(
laquelle on donnera & v, aussi bien qua s, les valeurs successives
qu ’ ’ ’

—1
O, 1’2'.-.’)2__

Pour une méme série les valeurs de s seront les seules qui chan-
geront; tandis que le changement attribué & v marquera le passage d’'une
série & une autre. ‘

La forme générale des puissances de x qui ne font pas parties de

p*—(2k+4Dp+4-2n
2 v

la valeur 0’ ¥’ est x En donnant successivement & /4

les valeurs 1, 2 .... L ——1-, et ne changeant pas celles de £, on a les ’i'—;—!

2
puissances de x qui se suivent immédiatement; et, en attribuant successi-

—1 .
5——1, on passe d'une de ces sui-

tes & une autre dont tous les termes ont également zéro pour coéfficiens.
11 résulte de ce quon vient de dire que parmi les puissances de x

vement & £ les valeurs 0, 1,2 .... E

2
qui appartiennent aux p—i_—i termes dont se compose le développement de

G p+ p+

2(x—1) * , un nombre , seulement, fait partie de la valeur
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—_1 -

= .p L e ces puissances en est retranché.
3

Si on remonte 4 la maniére dont se forme I'équation ( P — 1) =Y +pZ=,

le calcul immédiat des valeurs de X’ fournira a la fms la confirmation et

I'exemple de cet arrangement entre les puissances de x.

En effet pour former Péquation 4(0”__1 = XY'*+ pZ’* on reprend

4 (xp—1 ,
Wf_—l )=J”i p%’y on écrit une seconde fois la méme équa-
tion en y changeant x en z” et y et z en ¥ et Z ce qui donne

f%—?—:{—i—) = Y*+ pZ* et aprés avoir multiplié I'un par l'autre les mem-

de ¥*; tandis quun nombre £-—

I'équation

bres respectifs de ces équations, on trouve
4(aP* —1) __ (Y_a':i-—pZz)'e

x—1

(Y:-I-Zy)’ — ¥~ _}_ PZ“

.-

Yy—3zZ
Soient p=3, on aura ¥'= 2 3z (Q‘T.H (2;3+1) 3-—-2.1"-{— 2’| =2,

- =3 - = —-(Y +JZ") 2
_(2x‘+x+2)(2x‘°+x’+2) + 5x5
e 2

=22+ 2"+ 22" | 2’ 324 2|+ 22+ w42,
- 7)."—’-7 - -’ —(Y"y—-—7Z@) 2
(2.1:3-}-.:0 -—-x-—2)(2.r’1+w“—-x7 —2) —|(&®-a)(x ¥ 4-x7)

=224 2V — 2" —2x"| +.1: — 3 — 42— "
4.1: 32| — 28— x4 2,
- p=11- =~ Y=(Fy—IlZxz):2
_( 24t —203 4 22— —z) (2234 2¥—223 4202 —at! —2) — 11 (ax¥f-ox) (x4
- 2

= 2 " 2252 2T 2 2 2| f P — 2V 29— 6 2% — 2|
— 2 x35‘__ x37+ 2“‘30"’—'2‘”35+ a,,34_{__ 2x33l + 2x27+x2(5 5+2x __x 21"12]

— 62 2 — 2 — S 2 2| — 22— ' 22— 22+ + 2.
Ce petit nombre d’exemples, dans lesquels on a separé les différen-

p+1

tes séries de 5— termes par ce signe |, suffit sans doute pour montrer

que le calcul direct confirme pleinement ce que la considération'du déve-
pi=t

loppement de 2(x—1) * nous a appris touchant la maniére dont la va-
leur de Y’ doit étre composée.

A Yégard de la valeur de Z il est $vident qu'elle ne peut conte-
pir aucune des puissances de x qui manquent dans celle de Y’ et c'est ce
que le calcul direct confirme également.

R
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