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1.

Mémoire sur la courbure des surfaces.
(Par Melle Sophie Germain a Paris.)

Observations préliminaires.

Les surfaces ont ¢té Iobjet d’'un grand nombre de travaux, et cependant,
si I'on cherche a pressentic quel obstacle pourroit, a la premiére vue dé-
courager le lecteur, on est moins frappé de l'espéce de satiété qui s’at-
tache au sujet que de la trop grande nouveauté de l'aspect sous lequel on
a cru devoir l'envisager.

On se propose, en effet, dans ce mémoire, de signaler et de dé-
finir un genre de quantités dont l'existence ne paroit pas avoir 6té soup-
gonnée; et, en traitant une matiére qui semble épuisée, on sera forcé
de recourir & des distinctions inusitées, & des notions singuliéres en appa-
_rence. Sans doute, il est 4 craindre que de telles recherches qui n’auront
ni Pappui d'un nom celébre, ni, malgré tous mes soins, le secours d'une
exposition lumineuse soient faiblement accuellies; le moindre degré d'at-
tention suffiroit cependant pour reconmnoitre que ces distinctions sont fon-
dées, et que ces notions résultent du point de vue sous lequel la cour-
bure des surfaces se présente dans de certaines questions, Ainsi lorsque
la courbure entre en comparaison avec des quantités dynamiques, on ne
peut se dissimuler qu'elle est tacitement traitée comme une quantité du
méme genre. Les surfaces ne sont donc plus considérées par rapport a
elles scules, et il ne s'agit pas de leurs propriétés particuliéres, ni de cel-
les qui sont communes i une classe d'entrelles. Ce dont il s'agit alors
cest de définir la quantité dynamique née de la courbure. Or cette quan-
tité ne dépend pas de la figure des surfaces, mais d’une condition qui est
remplie par un nombre infini de surfaces différentes, De I\ naissent des
distinctions nécessaires, mais dont I'usage w’a pas encore £té consacré; des
notions simples, mais qui n'ont jamais été textuellement exprimées. Si,
dés le début de ce mémoire, on étoit dans l'obligation de s'expliquer et
sur ces notions. et sur les distinctions quelles rendent indispensables, la
tiche seroit extrémement difficle. Par l'ordre méme des idées on se
trouve placé dans une position beaucoup plus favorable.
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2 1. M S, Germain, sur la courbure des surfaces.

Il convient d’examiner d’abord quelles sont les courbures lindaires dues
aux intersections des plans menés par un des points de la surface; et les recher-
ches d’Euler offrent, i cet égard, les secours qu'on peut désirer. Le pre-
mier paragraphe du présent mémoire pourra étre regardé comme le dévelop-
pement de celui de cet illustre géometre sur la courbure des surfaces; et la
simple combinaison des formules conduira & déterminer la loi & laquelle
est assujéttie la repartition de la courbure lindaire. Cette loi sera ensuite
présentée comme un cas partieulier d’une loi générale, dont un exemple
emprunté & la distribution de la chaleur offrira une seconde application.

Aprés avoir développé les conséquences immédiates des principes
adoptés depuis longtems, on exposera quelques considérations nouvelles
sur la courbure des surfaces. L’examen de la maniére dont la courbure
est repartie, révélera bientdt l'existence d’une quantité ‘moyenne dépen-
dante de la courbure, mais commune d un nombre infini de surfaces de
figures différentes.

Le lecteur verra que dans les questions dynamiques, ou la cour-
bure entre en considération, tandis que la somme des forces nées de cette
courbure , est indépendante de la figure de la surface, la répartition des
mémes forces autour du point donné dépend, au contraire, de cette
figure; en sorte que la loi de répartition de la courbure linéaire autour d'un
point choisi sur la surface, offre la plus entiére parité avec ce que Pon sait
relativement & la composition des forces qui agiroient autour de ce point.

Une construction dont l'idée se présente assez naturellement ser-

"vira A rendre sensible et la distribution de la courbure et I'équivalence des
figures différentes auxquelles appartient une méme courbure moyenne.

Ces variétés sont toutes comprises dans le cas ou les rayons de
courbures principales sont dirigds du méme c¢dté. Afin de ne rien laisser
A désirer sur ce qui concerne la courbure moyenne, on montrera quels sont
les changemens graduels ‘qu'éprouve cette courbure dans le cas contraire,

La derniére partie de ce travail, bien qu'intimément liée & la pre-
miére, en est pourtant distincte. S'il arrivoit donc, contre toute attente,
quelle devint Pobjet de quelquobjection, I'autre partie, ou, ayant eu soin
d’écarter les idées qui me seroient particuliéres, je me suis consfamment
laissé guider par les travaux d’Euler, devroit au moins en étre & labri.
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M‘émoi're

§. l.
Des recherches d’Euler et des conséquences qu'on
en peut tirer.

1, Si, par rapport aux surfaces, on avoit besoin de connoitre la
mesure de la courbure, on trouveroit peu de secours dans les écrits des
géométres qui se sont occupés des diverses questions dont se compose la
géométrie descriptive, et l'on seroit forcé de remonter & des travaux
plus anciens,

Le mémoire d’Euler, intitulé: ,,Recherches sur la cour-
bure des surfaces (M. de Berlin, 1760, p. 119.) contient, en effet,
tout ce que l'on sait d'important & cet égard; et, en lisant ce beau mé-
moire, on appercoit bientdt que l'illustre auteur y a déposé le germe des
recherches, qui peuvent faire disparoitre les difficultés quil a pris soin
de signaler.

Dans la vue de fixer le point de départ, on reproduira ici les pre-
miers passages de ce mémoire,

En voici le début: ,,Pour connoitre la courbure des lignes cour-
bes, la détermination du rayon osculateur en fournit la plus juste me-
sure, en nous présentant pour chaque point de la courbure un cercle,
dont la courbure est précisément la méme. Mais quand on demande la
courbure d'une surface, la question est fort équivoque et point du tout
susceptible d'une réponse absolue, comme dans le cas précédent, 1l n'y
a que les surfaces sphériques dont on puisse mesurer la courbure, attendu
que la courbure d’'une sphére est la méme que celle de ses grands cer-
cles et que son rayon en peut étre regardé comme la juste mesure. Mais,
pour les autres surfaces, on n’en sauroit méme comparer la cour-
bure avec celle d’une sphére, comme on peut toujours comparer
la courbure d'une ligne courbe avec celle d'un cercle; la raison en est
évidente, puisque, dans chaque point d'une surface, il peut y avoir une
infinité de courbures différentes . . . . .”

Plus bas (p. 120.) on lit: ,,Mais, pour le sujet préseut, il suffit de
ne considérer de toutes ces infinies sections que celles qui sont perpen-
diculaires & la surface, dont le nombre est pourtant encore infini . . . .
.+ « «3 et Fassemblage de tous ces rayons (cenx des courbes produites

. 1 *
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par les sections normales) nous donnera la juste mesure de la
courbure de la surface au point donné.”

Lorsque je proposai de représenter la courbure d’une surface par
la somme des raisons inverses des deux rayons de ses courbures princi-
pales, l'objection indiquée d’avance dans le premier des passages qu'on
vient de lire fut reproduite; et les opposans parurent croire que, parmi
le nombre infini des courbes contenues dans les différens plans menés par
un des points de la surface, le choix des courbures principales étoit
arbitraire.

Dans le mémoire envoyé & I'Académie, pour le concours de 1816,
je pris la somme des raisons inverses des rayons des courbures qui ré-
sultent de toutes les intersections que produisent les différentes positions
du plan mené par le point donné. ,

On sait que la formule qui exprime la courbure due aux sections
obliques, renferme le cosinus de linclinaison. Cette formule appartient,
je crois, & Meunier mort lorsquil étoit encore éléve de I'école poly-
technique. Quoiquiil en soit, en prenant par rapport & chacune des po-
sitions du plan normal, la somme de toutes les sections inclinées, chaque
‘valeur du cosinus est écrite avec des signes opposés; cette somme dispa-
roit donc, et, par conséquent, il ne reste plus, dans la somme générale, que
les seules valeurs dués aux sections normales., Jai fait voir que cette
.derniére somme est uniquement composée des raisons inverses des rayons
de principales courbures pris un nombre infini de fois, en sorte que la
somme totale n'est autre chose que le résultat d’opérations équivalentes,
dont une seule suffiroit pour exprimer la courbure de la surface.

Un pareil raisonnement étoit conforme & lindication donnée par
Euler; car on vient de voir que cet habile géométre pensoit, sans qu'il

“ait pourtant témoigné Vavoir vérifié, quon pouvoit mettre a Iécart les
sections obliques et que la somme des sections normales conduiroit i con-
noitre ,la juste mesure de la courbure de la surface au point donné.”
11 étoit dailleurs évident, que l'idée de Pinfini, étrangére & une semblable
mesure, ¥ avoit été introduite par la multiplicité des opérations, multipli-
cité a laquelle avoit donné lieu la forme du raisonnement, et non la na-
ture de la question. '
. Quoiquil en soit du mérite de cette démonstration, elle fut for-
mellement désapprouvée; et, la légitimité de Phypothése ne cessant pas



1, Me S, Germain, sur la courbure des surfaces. 5

d'étre contestée, il parut nécessaire d’examiner de nouveau quelle est, par
rapport aux surfaces, I'expression de la courbure.

2. On vient de dire quil est permis de mettre & I'écart les cour-
bures dues aux sections obliques; dans la suite, de nouvelles considéra-
tions serviront a établir que ces courbures sont, en effet, étrangéres a la
question des surfaces. Sans quil soit besoin d’en avertir de nouveau,
nous nous bornerons donc dés-d-présent & nous occuper des seules sec-
tions normales.

Si, conformément & la remarque d’Euler, les deux courbures prin-
cipales suffisent pour déterminer la courbure de I'élément d'une surface,
on ne peut cependant se faire une idée compléte de cette courbure, sans
recourir & Iexamen des courbures linéaires qui ont une origine commune
avec les courbures principales.

Soient f et g les rayons de plus grande et de moindre courbures,
r et ' les rayons qui appartiennent aux plans faisant, I'un l'angle @, l'au-

tre langle o4 = 55 avec celui de plus grande courbure, les formules

d’Euler donnent:
r = 2fg
St+gs—(f—g)cos2¢’
g Qfg

f+s—(f—s) 0052(¢+g),

d'ou on tire:

1 f—l—g—(f——g)&‘OS”‘P

—-—

r ch

) {11
1 _ T U—9w (it E) g cos 2
= 27z 2/

et par conséquent
el + — -
Par construction, les plans qui contlennent les courbures exprimées
1 1 . 3 L4 .
par — et —- sont perpendiculaires entr'eux et ne sont assujettis & aucune

autre condition.
Quelle que soit d'ailleurs la position de deux plans normaux per-

pendiculaires entr'eux, la somme des courbures contenues dans ces plans
est donc une quantité constante.
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Dans le mémoire dont nous avons déjd parlé, on avoit fait usage de
cette remarque; et on a lieu de croire qu'elle n’avoit pas encore été faite.

3. Parmi les positions des deux plans normaux perpeudiculaivés
entreux, celle qui est déterminde par la valeur 45° de langle @ est trés
remarquable.

On a alors:”

1 _ fhe—(f—m)eos9° _ , (1 1
S =7+
1 _ fHe+(f—gleos90° __ :(1 1
v = 27 =ilFt3)

Ainsi, les courbures contenues dans I'un et l'autre de ces plans sont égales
entr'elles. Elles doivent donc étre égales, comme elles le sont en effet,
a la demi-somme des courbures principales.

En ayant égard & leur position seule, position qui partage en deux
parties égales la distance angulaire entre les plans principaux, on est suf-
fisamment autorisé & nommer plans moyens ceux qui contiennent les
courbures égales & la demi-somme des courbures principales. .

4. R et R tant les rayons contenus dans les deux plans qui, de
part et dautre du plan de plus grande courbure, font avee lui Fangle w,
on trouve:

1 __ fts—(f—g)cos2w

—

= 275 ’
_l _ fHeg—(f—g)cos2Qra—w) __ f+g~—(f-—g) cos2w
R 2fg - 2fg *

Les courbures contenues dans I'un et l'autre de ces plans sont donc éga.
les entrelles. Cette e’galité est indépendante de la valeur de Fangle w ;
mais, parmi les systémes de deux plans ainsi choisis, la valeur w =45
est la seule qui satisfasse en méme tems & cette autre condition, que la
somme des deux courbures soit égale a celle des courbures principales,

5. R, et R, étant les rayons contenus dans les deux plans qui,
de part et d’autre de I'un des plans moyens, font avec lui I'angle 2/, on a:

1 f4+eg—(f—g)cos2(45°+4-w’) __ f+g+(f‘—-g)sin2w‘.
R, — 2fg - = 21z ’
1 _ fteg—(f—g)cos2(45°—w')y _ f4g— (f—g)sin2p’
R, 2fg T T 28 >

et par conséquent:
1ttt 1,1
R, R,, S £ "
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La somme des courbures qui appartiennent & Pun et a l'autre plan,
est donc égale & celle des courbures principales.

Cette égalité est indépendante de la valeur de l'angle w’: mais,
parmi les systémes des deux plans ainsi choisis, la valeur 2’ =45" est la
seule qui satisfasse a cette autre condition, que les deux courbures qui
composent la somme dont il sagit, soient égales entr’elles.

§. 2' P
Distribution de la courbure linéaire antour de chacun
.des points de la surface.

, 1. Quelle que soit la diversité des surfaces, les courbures linéaires

produites par lintersection du plan normal qui prendroit successivement
toutes les positions possibles autour d'un point donné, offrira toujours le
méme arrangement symétrique.

Cet arrangement constitue ce que nous nommerons dorénavant:
loi de distribution de la courbure autour de chacun des points de
la surface. '

On a pu remarquer que la courbure contenue dans les plans moyens
joue, par rapport a toutes les autres, le réle d'une moyenne.

La dénomination de courbure moyenne convient donc ici &
aussi juste titre que celle de courbures principales, imposée depuis
longtems & la plus grande et & la moindre des courbures linéaires répar-
ties autour d’'un des points de la surface. Il est, en effet, également né-
cessaire, de distinguer, parmi tant de courbures diverses; celles qui, entre
toutes les autres, jouissent de propriétés qui leur sont particuliéres.

La loi qui nous occupe se compose des propositions suivantes, dont
les équations démontrées d’avance dans le paragraphe précédent, doivent
étre regardées comme l'expression analytique.

Premiére proposition. Quelle que soit d’ailleurs la
position de deux plans normaux, perpendiculaires entr’eux,
menés par un point donné de la surface, la somme des cour-
bures contenues dans ces deux plans sera toujours la méme;
par conséquent, cette somme sera égale i celle des courbu-
res principales.

Ainsi, l'intervalle angulaire entre les grandeurs extrémes de Ia cour-
bure donne celui qui sépare les deux courbures, d’ailleurs différentes, dont
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la somme est constante: cette proposition est appuyée sur I'équation

L4t = + (5. 1. No. 2.).

2. La loi de dlstmbutlon de la courbyre sera exprimée d'une ma-
niére plus élégante, si, au lieu de considérer la moitié du contour du point
donné, on embrasse ce contour entier. ’

Selon cette maniére d’envisager les choses, la prolongation dun
méme plan en degu et au deli du point par lequel il a ¢té mené, sera
regardée comme donnant lieu & deux positions distinctes du plan normal.

L,equatlon T = -g( f ) §. 1. No. 3., suffit pour établir que

la courbure contenue dans chacun des plans moyens est, en effet, moyenne
entre les courbures principales de la surface.
Une proposition plus générale peut étre énoncée comme il suit:
Seconde proposition. En prenant la courbure mo-
yenne pour origine, si on méne les deux plans moyens pro-
longés en dega et au deld du point donné, ces plans parta-
geront le contour du méme pomt en quatre reglons dont
1’état sera pareil, mais de signe opposé. Chaque courbure
linéaire comprise dans une de ces parties aura une cour-
bure qui excédera la courbure moyenne d’une quantité pro-
portio‘unell{e au sinus de I'angle doublé formé entre le plan
auquel cette courbure appartient et le plan moyen. '
Chaque courbure comprise dans la partie contigue aura
une courbure moindre que la courbure moyenne; et la dif-
férence sera la méme que I’excés dans la premiére partiec.
Les équations | '

1 f+g+(f—g)sm2w
R, - 2fg ’
1 _ fAg—(f—g)sin2w’
R/I — 2fo ’

démontrées (§. 1. No. 5.) contiennent cette proposition toute entiére, Car
. 1
tandisque le terme 1}(7— +7> représente la courbure moyenne, le terme
. o
1. . . M . ’ . ] 2\
%(—5—?1—> sinw’, pris avec des signes diiférens suivant la région a la

quelle ‘la courbure appartient, exprime soit l'excés soit la diffépence de
cette courbure comparée A la courbure moyenne.
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On peut conclure de li quil suffit, pour étre en état de détermi-
ner toutes les courbures linéaires reparties autour du point choisi, de con-
noitre la courbure moyenne en méme tems que la valeur et la position
d'une quelconque de ces courbures.

Troisiéme proposition. Il existe, en général, aytour
du point donné, quatre directions suivant lesquelles les
courbes contenues dans les plans normaux sont semblables.
A T'égard des plans principaux, le nombre des courbures
semblables se réduit a deux.

Les équations démontrées §. 1. No. 4. sont relatives & la plus grande
courbure, mais elles auroient également lieu par rapport & la moindre,

Ces équations servent & établir la légitimité de notre derniére pro-
position. Car elles montrent que, de part et d'autre, et & égale distance
d’'une des courbures principaleé, se trouvent deux courbures égales entr’el;
les. Elles montrent, en méme tems, que, quand on a w =20, les deux
positiOns se confondent en une seule, gui n'est autre que celle d’'une des
courbures principales.

Une conséquence immédiate de mnotre troisiéme proposition nous
ramene a ce qu’oix sait déjz‘n touchant les sphéres qui ont leur centre sur
la normale @ la surface.

Il est évident, en effet, que, chacune des courbures principales se
trouvant deux fois seulement dans le contour entier du point donné, et
étant par conséquent contenues dans la prolongation d'un seul et méme
plan, les sphéres décrites de ces rayons toucheront, mais ne couperont la
surface; tandis que, par une conséquence inverse, les sphéres décrites des ra=
yons compris entre ces deux limites couperont, au contraire, la méme surface.

Parmi les sphéres qui coupent la surface, il eonvient de distinguer
la sphére & laquelle appartient le rayon contenu dans les plans moyens.
Les quatre quadrans de cette sphére sont alternativement situés au dedans
et au dehors de la surface; nous la nommerons sphére de moyenne
courbure; et elle donnera lieu & des remarques qui seront exposées
dans le paragraphe suivant.

3, Les propositions qui viennent d'étre expliquées sont tellement
lides que deux d'entrelles ne sauroient subsister sans que la troisiéme
s'en suive, . ' ‘

Crelle's Journal d. M. VIL Bd. 1. Hft. 2
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Ainsi, pour que la somme des courbures contenues dans deux plans
perpendiculaires entr'eux soit toujours la méme, quelle que soit d’ailleurs
la position de ces plans (prem. prop.) et quindépendamment de la valeur
de l'angle choisi, cette somme soit encore la méme, si les courbures qui
la composent sont contenues dans les deux plans qui, de part et d’autre
d'un des plans de courbure moyenne, font avec lui des angles égaux (sec.
prop.), il faut quon puisse trouver, en général, quatre positions du plan
normal qui contienne une méme courbure, et que le nombre de ces po-
sitions se réduise A deux s'il s’agit des courbures principales.

Et, en effet, le complément dune courbure quelconque & Ila
somme constante, étant, en vertu des deux premicres propositions, fourni
par deux positions différentes du plan normal prises I'une et l'autre dans le
demi- contour du point choisi, il doit se trouver quatre positions doudes
de la méme propriété dans le contour entier: & moins, toutefois, que les
deux positions se confondent en une seule; ce qui ne peut arriver que
par rapport aux courbures principales.

On verra de méme que la premiére et la troisiéme propositions
conduisent & la seconde, la seconde et la troisiéme & la premicre.

En examinant, tant en elles mémes que dans leurs rapports mu-
tuels les diverses propositions dont se compose la loi de la distribution
de la courbure, on reconnoit bientdt quil sagit ici d'une loi d’ordre et
d’arrangement, dont le caractére, étranger & lidée de la courbure, dé-
pend uniquement de lexistence de quantités extrémes et de la considé-
ration de Pespace circulaire dans lequel doivent se ranger les quantités in-
termédiaires.

Lrexistence des quantités extrémes entraine, en effet, celle d'une
quantité moyenne. Si on connoit la position des quantités extrémes, on
connoitra aussi la position de la quantité moyenne; car il est évident que
celle-ci occupe le milieu de la distance angulaire entre les premicres.

Les quantités extrémes partagent la circonférence en un nombre de
parties qui dépend de cette distance; les quantités moyennes, en méme
nombre que ces parties, partagent donc aussi la circonférence en autant
de parties. & représentant, comme & lordinaire, la demi- circonférence,

si Iintervalle angulaire entre les quantités extrémes est exprimé par -”ni,
2n sera le nombre de ces parties.
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Par la nature des quantités moyennes, de part et d'auire de cha-
cune delles, on doit trouver deux quantités dont la somme soit égale a
celle des quantités extrémes.

Cette remarque nous raméne i la seconde proposition, et rien ne
seroit plus facile que de déduire dégalement des rapports généraux qui
viennent d'étre indiqués des deux autres propositions. Sans nous arréter
au développement des raisonnemens qui pourroient servir a établir cha-

cune des propositions générales, nous nous contenterons de les exprimer
comme il suit:

Premiére proposition. Quelle que soit d’ailleurs leur
oy i . 7T
position, la somme des valeurs distantes de P’angle ~, sera

toujours la méme; par conséquent, cette somme sera égale
a celle des valeurs extrémes.

Seconde proposition. Si on méne les diamétres qui
joignent deux & deux les points qui sont en possession des
valeurs moyennes, la circonférence sera partagée en 22
régions, dont l'état comparé & I'état moyen sera pareil,
mais de signe opposé. Chaque valeur comprise dans une de
ces parties excédera la valeur moyenmne. Chaque valeur
comprise dans la partie contigue sera moindre que la valeur
moyenne; et la différence sera la méme que I’excés dans
la premiére partie.

Troisiéme proposition. Il existe, en général, autour du
centre 22 positions ou les valeurs sont semblables entr’el-
les. A I’égard des valeurs extrémes le nombre de ces po-
sitions se réduit & n.

La loi de distribution de la courbure offre le cas ou »=2. En
prenant =1, on a celle qui convient & la distribution de la chaleur
dans larmille telle qu'elle a été donnée par Mr. Fourier (Théorie de la
chaleur p. 277, —282.). n étant ici I'unité, la distance entre les quanti-
tés extrémes est la demi- circonférence, En rapprochant les passages que
séparent des développemens inutiles & la comparaison que nous avons en
vue, on lit:

»» 51 dans cet état (celui qui s'établit au bout d’un certain tems),
on choisit deux points de P'anneau, situés aux deux extrémités d'un méme

Q%
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diamétre . . . . . ., la demi-somme des températures des points oppo-
sés sera une quantité ... ... qui seroit encore la méme, si on avoit
choisi deux points situés aux extrémités d'un autre diamétre.”

Tel est en effet ce que doit. devenir la proposition premiére, lors-
que lintervalle est de la moitié, au lieu du quart de la circonférence.

s»9i on cherche d’abord le point de l'anneau pour lequel on a la
condition (celle qui est remplie par le point qui sépare en deux parties
égales l'arc de 180" compris entre les points auxquels appartiennent les
températures extrémes), on voit que la température de ce point est i
chaque instant la température moyenne de l'anneau: et il en est de méme
du point diamétralement OppPoSé « « « v v st b e b e et b e o0
Ceeesosecssace vesnseessesess Cesdeux points divi-
sent la circonférence de l'anneau en deux parties dont I'état est pareil,
mais de signe opposé: chaque point de I'une de ces parties a une tem-
pérature qui excéde la température moyemne « « « o ¢« o s o oo o 00
ceesesesesensessssesssseessss Chaque point de I'autre
partie a une température moindre que la tempdrature moyenne, et la dif-
fférence est la méme que l'excés dans le point opposé.

Cette proposition est, comme on le voit, entiérement semblable i
notre seconde proposition.

A Tégard de la troisiéme, elle peut étre exprimée comme il suit:

Le diamétre qui joint les points doués des températures extrémes
divise la circonférence en deux parties dont I'état est pareil et de méme
signe; en sorte que toute temperature comprise entre les températures
extrémes appartient & la fois & deux points différens de larmille; tandis
que celles-ci appartiennent & un seul point.

Cette proposition ne peut, a la vérité, étre comme les precedentes,
extraite textuellement du livre cité; mais elle résulte des formules qui y
sont données.

5. Non seulement la loi d’ordre et de symmétrie dont nous avons
montré la généralité établit des rapports nécessaires entre les arrangemens
qui conviennent aux faits, dailleurs les plus différens, quand ils remplis-
sent la double condition de nous offrir des valeurs extrémes et de se dé-
velopper dans un espace circulaire; mais on peut encore remarquer quiil
existe une correspondance frappante entre le cas relatif & la distribution
de la courbure et ce quon sait touchant la composition des forces.
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Ainsi, quelle que soit leur nature, les forces qui agiront sur un plan
donné pourront étre décomposées suivant la direction de deux plans per~
pendiculaires entr'eux dont la direction est assujettie a la seule condition
de passer par le point donné. Parmi les systémes des deux plans per-
pendiculaires entr'eux, se trouvera nécessairement le systéme, ou les deux
portions de forces qui agissent selon chacun des deux plans sont plus dif-
férentes que dans tout autre systéme; et, si on connoit la position d’'un
tel systéme, on sera conduit & trouver celle du systéme ou les forces qui
agissent selon chacun des deux plans sont égales entr’elles.

Si nous supposions présentement quil y ait des cas ou la courbure
d'une surface puisse donner naissance & de certaines forces, ces forces de~
vant étre susceptibles des décompositions qui viennent d’étre mentionnées,
nous nous trouverions conduits a admettre, a la vérité par pure induction,
que, quelle que soit dailleurs la diversité des positions, la somme des
courbures contenues dans deux plans normaux perpendiculaires entr’eux
est toujours la méme, et que, parmi ces positions, il doit s’en trouver une
ou les courbures qui appartiennent & chacun des deux plans seront éga-
les entr’elles.

De quelque c6té quon envisage les choses, on est donc ramené
vers cette méme loi qui, déduite d’abord des formules d’Euler, se pré-
sente également comme une nécessité d’ordre et d’arrangement et comme
une représentation, tracée d’avance, des quantités dynamiques qui pour-
roient naitre, dans certains cas, de la courbure des surfaces.

La considération de la courbure moyenne répandra, comme on le
verra bientdt, un jour nouveau sur les questions de ce genre; aussi, aprés
nous étre borné dans ce qui précéde & développer les conséquences de
vérités généralement admises, ne craindrons-nous plus de recourir aux
distinctions et aux notions nouvelles dont nous avons déja fait préssentir
la nécessité.

§. 3.
De la courbure moyenne des surfaces. |
1. Avant d’entrer en matiére, nous commencerons par présenter
quelques considérations générales sur la courbure des surfaces.
- Ayant tracé sur le plan uncercle et les rayons qui aboutissent aux
différens points de la circonférence et ayant mené par chacun de ces ra--
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‘yons autant de plans perpendiculaires au plan du cercle, supposons qu'on
fasse contracter & ce plan une courbure cylindrique.

Le centre du cercle n’aura pas été déplacé, et, aprés la courbure,
les plans menés par les rayons, seront encore perpendiculaires & la sur-
face, dans ce point.

Les diverses courbures contractées par les rayons seront donc les
courbures linéaires contenues dans les différens plans normaux: et, par
conséquent, linflexion du plan n’aura fait contracter, & aucun des mémes
rayons, des courbures continues dans les plans obliques. Ainsi, non seu-
lement, et par les raisons apportées (§. 1. No. 1.), ces courbures peuvent
étre mises A Pécart, mais encore elles doivent étre regardées comme en=
ticrement étrangeres & la question des surfaces.

Il en seroit encore de méme, si I'élément plan avoit été courbéd &
la fois dans deux sens différens; pourvu toute fois quon admét que cet
élément fit infiniment petit. Et cette supposition convient parfaitement
ici, puisqu’il s'agit seulement de déterminer la courbure dans chacun des
points de la surface considérés isolément,

Sous cette condition, la différence entre la circonférence du petit
cercle tracé sur le plan et le contour de la courbe & laquelle cette cir-
conférence a été ployée par leffet de la double courbure seroit en effet
négligeable. On s'en assurera en imaginant que le petit cercle déerit du
rayon z soit devenu celui qui termine une petite calotte sphérique. u sera
larc dont la courbure fort petite, est comprise entre le centre, actuelle-
ment le point le plus élevé de la calotte, et le plan du cercle qui termine
la méme calotte, '

Le rayon de cc dernier cercle sera sinu; et par ce que l'angle #
est infiniment petit, on aura sin u = u.

La difficulté de courber & la fois dans deux sens différens la super-
ficie du cercle tracé sur le plan, sans quil en résulte aucune duplicature,
aura donc disparu; et les considérations qui, dans le cas d'une courbure
cylindrique, ont servi & écarter les sections obliques seront applicables au
cas géndral ou on ne suppose plus que l'une des courbures principales
de la surface soit nulle. '

Si nous avions uniquement en vue d’examiner les relations diver-
ies qui intéressent la courbure des surfaces, envisagée en elle-méme et
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sans aucun 6gard & linfluence quexerce cette courbure dans certaines
questions dynamiques, notre tiche seroit déji remplie.

Le but principal que nous nous sommes proposé étant, au contraire,
de déterminer cette influence, ce qui précéde devra étre regardé comme
une sorte d'introduction, dans laquelle, & labri de Pautorité qui nous a
servi de guide dans cette premiére partie de notre travail, nous ‘cherche-
rons un appui en faveur des idées nouvelles qui vont étre exposées.

2. En nous occupant de la loi de distribution de la courbure, nous
avons reconnu l'existence d’'une courbure moyenune, mais cette courbure
se présentoit alors comme purement linéaire, et plus loin (§. 3. No. 4.)
nous nous sommes bornés a faire observer que la sphére déerite du rayon
de moyenne courbure coupe la surface en quatres parties égales, situdes
alternativement en dedans et en dehors de la sphére.

Il est tems d’examiner les propriétés de cette sphére.

Ce n'est donc plus d’'une courbure, moyenne entre les diverses cour-
bures linéaires reparties autour d'un des points de la surface, quil s'agit
présentement; et, par rapport a la sphére qui coupe la surface en quatre
parties dgales, cette égalité n'est pas le seul caractére quil importe de
remarquer.

Nous irons plus loin; nous dirons que la sphére dont les grands
_cercles possédent la courbure moyenne linéaire donne véritablement la
courbure moyenne de la surface elle méme; et, par cette raison, nous la
nommerons sphére de courbure moyenne de la surface.

L/utilité de cette proposition que nous restreindrons d’abord au cas
on les deux rayons de courbures principales sont dirigés du méme c6té, -
est de montrer quil existe, sous le rapport dynamique, une quantité de
courbure indépendante de la figure des surfaces; en sorte que, quelles
que soient les différences entre les courbures lindaires contenues dans
deux plans normaux perpendiculaires entr’eux, menés par le point donné,
tant que la somme de ces courbures, somme qui détermine, seule, la cour-
bure moyenne, demeure la méme, les forces nées de la courbure de la
surface demeureront aussi les mémes.

. Non seulement la distinction entre la figure et la quantité de cour-
bure. qui appartiennent & la surface s'offre & Lesprit lorsquon veut se
rendre compte du role que joue la courbure dans les questions dynami-
ques; mais encore, comme on le verra tout & I'heure, un examen attentif

-
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de la courbure, considérée en elle méme, conduit également a cette
distinction.

3. Nous nous proposons d’obtenir une représentation géométrique
de la courbure moyenne et de montrer, a& l'aide d'une construction fort
simple, que la quantité de la courbure est indépendante de la maniére dont
elle est repartie autour d’'un point donné de la surface. Pour y parvenir,
il nous a paru nécessaire de remonter jusquaux notions les plus commu-
nes touchant la courbure.

+ Drabord, & I'égard des courbes lindaires,

L’idée qui se présente la premiére est de comparer la courbe & sa
tangente: ainsi, aprés avoir fait choix de deux lignes droites d’égale lon-
gueur, si on en forme les arcs de deux cercles différens, et quon méne
leurs tangentes & up des points d’extrémité de ces arcs, on jugera que
celui des deux, dont la seconde extrémité s'éloigne le plus de la tangente,
est aussi celui qui a le plus de courbure., La distance entre I'extrémité
d'un arc et la tangente mende & lautre extrémité du méme arc est me-
surée par une perpendiculaire i Ja tangente.

Nous nommerons dorénavant ceite perpendiculaire ligne de
distance. |

11 est évident que la ligne de distance est égal au sinus-verse
de l'angle correspondant; car cette ligne est paralléle au rayon mené au
point de tangence, et elle est comprise entre la tangente et le sinus, De
plus, la méme ligne est proportionnelle i Ila raison inverse du rayon de
courbure; en sorte quon peut dire également de la courbure qu'elle est
en raison inverse du rayon, ou en raison directe de la ligne de di-
stance. On verra tout a Iheure que cette derniére maniére de s'ex-
primer, présente de grands avantages quand on cherche & se former une
idée compléte de la courbure des surfaces.

4. Si nous jugeons qu'une ligne est courbe lorsque nous la voyons
s'écarter de la direction d'une droite qui la touche, l'idée de la courbure,
par rapport aux surfaces, nous est également suggérée par Pobservation
de la distance qui sépare le plan tangent des points de la surface voisins
du point de tangence.

Pour toute autre surface que celle de la sphére, cette distance n'est
pas uniforme.’
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La question des courbures moyennes peut étre dénoncée en ces
termes: Trouver I'expression de la distance moyenne entre
le plan tangent et les points de la surface qui environnent
le point de tangence.

Occupons nous d'abord des seules surfaces dont les rayons de prin-
cipales courbures sont dirigés du méme coté.

On a vu que la courbure d'une simple courbe est proportionnelle
A une ligne droite, la ligne de distance. Nous allons montrer que la
courbure des surfaces est proportionnelle & une surface engendrée par
une ligne de distance qm change A chaque instant de grandeur et
de position.

Il sagit présentement de décrire la courbe qui doit diriger le mou-
vement de la génératrice,

Aprés avoir mené par le point choisi le plan normal i la surface,
on donnera successivement a ce plan toutes les positions dont il est suscep-
tible. Sur chacune des courbes produites par les diverses intersections
du plan normal et de la surface on prendra des arcs infiniment petits,
assujettis A cette condition que, s'ils étoient étendus en lignes droites, ils
donneroient tous des longueurs égales. La courbe qui joint les extrémi-
tés de ces arcs sera la directrice que nous avons cherchée,

Cette courbe est & double courbure,

Si on concoit le plan tangent a la surface dans le point donné et
la perpendiculaire & ce plan qui tombe sur un des points de la directrice,
il est clair que cette ligne ne sera autre que la ligne de distance con-
tenue dans celui des plans normaux auquel appartient la courbe que ter-
mine le point choisi sur la directrice. La ligne de distance, en chan-
geant & chaque instant de grandeur, et en parcourant successivement tous
les points de la courbe qui dirige son mouvement, sans cesser d’étre per-
pendiculaire au plan tangent, engendrera une surface que les plans de
moyennes courbures diviseront en quatre parties.

Il est clair que la surface dont nous nous occupons est composée
des lignes de distances, en nombre infini, qui appartiennent aux cour-
bes, également en nombre infini, formées par lintersection des différens
plans normaux qui passent par le point donné de la surface; point par
rapport auquel on veut connoitre I'expression de la courbure. La surface

" Crelles Journal 4. M. VIT Bd. | Htt 3
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composée des lignes de distances sera nommée par cette raison, sur-
face des distances.

On a vu que la courbure d'une simple ligne courbe est propor-
tionnelle & la ligne de distance. En nous laissant conduire ici par
Tanalogie, nous dirons que, dans le point donné, la courbure de la surface
est proportionnelle & la surface des distances décrite autour de oe
point. La surface des distances est le segment d’'une surface cylin-
drique ayant pour base la courbe rentrante que les positions successives
de la génératrice tracent sur le plan tangent: ce segment est terminé &
lautre extrémité par la directrice. Cette courbe dépend de la figure de
la surface & laquelle appartient la surfaces de distances.

Avant daller plus loin, il est bon de faire remarquer que la petite
courbe rentrante qui sert de base & la surface des distances peut toujours
étre regardée comme un cercle parfait. En effet, il est évident que la
plus grande différence qui puisse exister entre les deux diamétres de cette
courbe correspond au cas des surfaces cylindriques. Mais, alors, en adop-
tant les suppositions et les dénominations No. 1., l'un de ces diamétres
étant u, lautre sera sinuz, et on aura sinu = u,

Les plans de courbures moyennes contiennent évidemment les
lignes de distances moyennes; ils coupent & la fois la surface
des distances, quils partagent en quatre parties symmétriques, la sur-
face donnée, et la sphére de moyenne courbure définie No. 2.

5. Lorsque la surface est sphérique, la courbure autour de cha-
cun de ses points est-uniforme; et, par conséquent, dans un rayon donné,
les points environnans le point de tangence sont tous également distans
de ce point.

Si, du point de tangence, pris pour centre, on décrit, sur la sphére
de moyenne courbure, un cercle dont le rayon soit le sinus de l'arc, ou,
a cause de la petitesse, Parc méme & lextrémité duquel appartient la
ligne de distance, ce cercle sera la directrice du mouvement de la méme
ligne de distance, qui, sans changer de grandeur et sans cesser d'étre
perpendiculaire au plan tangent, engendrera la surface & laquelle la cour-
bure de la sphére est proportionnelle.

Cette surface sera celle des distances moyennes.

La surface des distances moyennes est cylindrique: elle a
pour base le cercle que les positions successives de la génératrice tra-
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cent sur le plan tangent: elle est terminée, d lautre extrémité, par la
directrice. '

Si, pour deux surfaces données, de figures différentes, la somme des
courbures principales, et, par conséquent aussi, le rayon de la sphére de
moyenne courbure sont les mémes, la surface des distances moyennes
sera aussi la méme,

Ainsi, tandis que la surface des distances dépend A la fois et
de la courbure moyenne et de la figure de la surface donnée, la considé-
ration d2 la surface des distances moyennes, isolant l'idée de la
figure de celle de la distance au plan tangent, . offre une représentation se-
parée de l'une des deux affections qui ont toujours été confondus,. savoir
la figure et la quantité de courbure qu'une surface posséde dans chacun
de ses points.

La justesse de ce raisonnement exige que les deux surfaces des
distances, qlioique différentes par leur forme, ayent pourtant la méme
étendue, puisque de cette étendue dépend évidemment la quantité de cour-
bure, ou, en d’autres termes, la somme des distances entre le plan tan-
gent et les points de la surface qui environnent le point de tangence.

Pour établiv I'égalité d'étendue entre les deux surfaces des di-
stances, il suffiroit peut-étre de faire remarquer quiil existe entre les
lignes de distances les mémes relations qu'entre les courbures aux-
quelles ces lignes sont proportionnelles.

On dira donc, en vertu de la loi de distribution de la courbure,
exposée (§.1, No. 2. et 3.), que la somme des lignes de distances conte-
nues dans deux plans normaux perpendiculaires entr'eux est indépendante
du choix de ces plans, et que la ligne de distance moyenne, cest-
d=dire la géngratrice.de la surface des distances moyennes est elle-
méme moyenne entre les deux premiéres lignes des distances.

Cela posé, quand on prend, sur l'une et l'autre des surfaces des
distances, un nombre de positions, convenablement choisies, des géné-
ratrices, la somme de ces lignes est égale de part et d'autre, Si le nombre
des positions de la génératrice est infinj, ces positions épuiseront I'étendue
de la surface. On en peut conclure que l'dtendue elle méme est égale de
part et d’autre.

L'égalité d'étendue entre les deux surfaces des distances étant,
ici, dune grande importance, nous allons essayer de la rendre sensible; et,

3
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pour cela, nous aurons recours a la considération du développement de
ces surfaces.

On a vu, No. 4., que les plans de courbures moyennes coupent, i
la fois, la surface donnée, la surface des distances, quils partagent
en quétre parties symmétriques, et la sphére de courbure moyenne. Les
mémes plans coupent dont aussi la surface des distances moyennes, qu'ils
partagent en quatre parties égales; et, par conséquent il y a intersection,
en méme tems, entre les deux surfaces des distances. '

Nous avons dit, plus haut, que la courbe rentrante qui sert de base
a la surface des distances peut étre regardée comme un cercle par-
fait. Cela posé, soit 4BDC (PL 1. Fig. 1.) le développement de la sur-
face des distances moyennes, 4C sera le développement du cercle
qui sert de base a I'une et & l'autre des surfaces des distances.

Le parallélogramme 4BDC (Fig. 1.) sera divisé en quatre parties
égales au moyen des trois lignes mn, m'n' et m' n" paralléles aux cdtés
AB et CD. On divisera encore en deux parties égales les intervalles A m,
mm'y m'm'’ et m"c; des points de division on portera, toujours parallé-
lement aux cotés 4B et CD, les lignes pg, p'¢’ de moindres, et gh, g'h’
de plus grandes distances, disposées ‘alternativement; enfin on joindra par
des droites les points B et ¢, ¢ et %, A’ et ¢’ Nous établirons d’abord que
la figure ACDA'g’hgB est le développement de la surface des distances.

On sait déji que 4C est le développement de la base de gette sur-
face, et que les plans de distances moyennes coupent i la fois les deux
surfaces des distances, quils partagent en quatre parties, symmétri-
ques par rapport & l'une, égales par rapport & lautre. Par construction,
les lignes mn, m’n’, m' n' et 4B, CD partagent le développement 4BDC
de la surface des distances moyennes en quatre parties égales: ces
lignes sont donc le développement des quatre intersections des deux sur-
faces des distances.

Si I'on congoit que lune des lignes d’intersection devenue mobile,
AB par exemple, parcoure tous les points de 4C sans cesser de lui étre
perpendiculaive, et acquiert en méme tems les différentes valeurs compri-
ses entre celles des lignes de moyennes et de moindres distan-
ces AB et pg, puis, entre les lignes de moindres et de plus gran-
des distances pg et gk etc., la seconde des extrémités de la ligne
mobile tracera sur le plan la ligne brisée Bgkg¢'h D,
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Il agit de démontrer que les valeurs successives de la ligne mo-
bile qui trace sur le plan la figure 4CDA ¢'/igB, et celles de la géné-
ratrice de la surface des distances sont égales, et se succédent dans le
méme ordre.

Ces valeurs sont égales, puisque, de part et d’autre, elles recoivent
successivement toutes celles qui sont comprises entre les mémes limites,
savoir les lignes de moindre et de plus grande distance. Elles se
succédent de part et d’autre dans le méme ordre; car les parties aliquo-
tes du développement 4C, de la base de la surface des distances,
correspondent évidlemment aux mémes parties aliquotes de cette base; en
sorte que, par exemple, les deux positions de la ligne mobile, que sépa-
reroit un intervalle égal au quart de 4C, seroient les développemens des
lignes de distances, contenues dans deux plans normaux perpendi-
culaires entr’eux.

La ligne brisée Bghg¢'h'D, qui sert de limite aux diverses gran-
deurs de la ligne mobile paralléle & 4B, est donc le développement de la
directrice de la surface des distances; et, par conséquent, la figure
ACD%X ¢'hg B est en effet celui de cette surface elle méme.

Il reste & prouver quil y a égalité d'étendue entre le parallelo-
gramme ABCD et la figure 4CDA'g'higB; cest-d-dire entre les déve-
loppemens des deux surfaces des distances. Cette égalité résulte de
celle qui existe entre les triangles semblables Bgn, nh'n’ etc.; et celle-ci
est tellement évidente qu'il seroit inutile de nous arréter a la demontrer.

6. La considération du développement des surfaces des distan-
ces nous offre, en méme tems qu'un point de vue nouveau des trois pro-
positions établies (§.2. No. 1. et 2.), une maniére également nouvelle d’en
prouver la légitimité,

Ces propositions peuvent maintenant étre exprimées comme il suit:

Premiére proposition. Quelle que soit d’ailleurs la
position de deux lignes de distances, si, dans le dévelop-
pement de la surface des distances, ’intervalle qui sépare
ces lignes est égal a celui qui sépare les lignes de principa-
les distances, leur somme sera la méme; et, par conséquent,
cette somme sera égale & celle des lignes de principales di-
stances. Cette proposition est de toute évidence; car si on congoit que
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le systéme des lignes de prineipales distances se meut en parcou-
rant tous les points de £4C et, par conséquent aussi, tous ceux Bg¢n# etc.,
il est visible que dans une quelconque des positions de ce systéme, lac-
croissement obtenu par une des lignes qui le composent sera égal i la
diminution que l'autre aura éprouvée.

Seconde proposition. Les lignes de distances moyen-
nes partagent le développement de la surface des distances
en quatre parties.

Chaque ligne de distance comprise dans une de ces
parties excéde la ligne de distance moyenne.

Chaque ligne de distance comprise dans la partie con-
tigue sera moindre que la distance moyenne; et la diffé-
rence sera la méme que I’excés dans la premiére partie.

L’inspection de la figure 1, suffit & la démonstration de cette pro-
position, .
Troisieme proposition. Il existe, en général, quatre
lignes de distances égales entr’elles; mais les lignes de di-
stances principales sont au nombre de deux, '

Il est clair, en effet, que les deux paralléles & pg, terminées, d’'une
part & 4C, de lautre & la ligne brisée B¢ etc., et les deux paralléles &
p'¢’ comprises entre les mémes limites, si elles sont menées & égale di-
stance de pg, pour les unes, de p’g’ pour les autres, seront égales; il y
a donc quatre pareilles lignes, mais, si la distance entre pg et ses paral-
léles, et de méme entre p’¢’ et ses paralléles, est nulle, elles se confon-
dront avec pg pour les unes, avec p’'y’ pour les autres; le lignes de di-
stances principales seront donc au nombre de deux seulement,

Le développement des surfaces des distances montre engore
comment il arrive que l'idée de la quantité de courbure qui, dans le cas
lindaire, est inséparable de celle de la figure, en est distincte & Iégard des
surfaces; car la ligne de distance étant déterminée de grandeur et de
position, elle doit rester la méme tant que la courbure ne change pas, et
elle ne peut convenir par conséquent, qu'd upe seule courbe, Mais I'éten-
due de la surface des distances peut étre déterminée sans que la
forme de cette surface soit fixée; en sorte que des figures différentes de
la surface donnée accompagneront pourtant la méme surface des di-
stanees moyennes. ’
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7. Si la considération des courbures moyennes mérite quelqu’at-
tention, c'est surtout & cause du jour quelle doit répandre sur les questions
ou la courbure des surfaces joue le rdle d’'une quantité dynamique. Peut-
étre méme seroit” il impossible de se rendre un compte satisfaisant d’une
question de ce genre, embrassée dans toute sa généralité, si on ne con-
noissoit ni la loi de la repartition de la courbure autour d’un point donné,
ni Pexistence des courbures moyennes, qui se lie & celle de cette loi.

Déja (§. 2. No.5.) nous avons eu occasion de faire remarquer un
accord frappant entre la composition des forces et la maniére dont la
courbure est répartie; ce quon vient de dire touchant la courbure mo-
yenne rend cet accord plus frappant encore.

Ainsi, si les forces qui agissent sur un des points 'de la surface sont
proportionnelles & sa courbure, elles sont reparties dans tout le contour
de ce point; car la courbure elle méme est distribuée dans le contour en-
tier. Le nombre de ces forces est infini, chacune d'elles est infiniment
petite, et elle est proportionnelle & la ligne de distance contenue dans le
plan de sa direction. ,

Quand on cherche & se représenter l'action des forces dues & la
courbure, la considération des surfaces des distances convient par-
faitement. Et, en effet, les surfaces des 'distances sont terminées,
d’une part au plan tangent et de Pautre a la surface donnée, sur laquelle
elles s’appuyent dans tous les points de leurs directrices. Si on congoit
que ces surfaces, devenues solides, continuent & étre interposées entre la
surface donnée et son plan tangent, elles pourront étre regardées comme
Pobstacle qui empéche les points des directrices, c'est-a-dire, les points
qui environnent celui de tangence, de s'approcher de ce plan. Les diffé-
rens points dont se composent les surfaces des distances, ainsi inter-
posées, étant doués de forces égales, Pétendue de ces surfaces représen-
tera fidélement les forces dues & la distance entre les directrices et le plan
tangent, cest-d-dire quelle représentera Vaction des forces nées de la
courbure de la surface donnée. Et par ce que la surface des distan-
ces moyennes a la méme étendue que la surface des distances qui
dépend de la figure de la surface donnée, on en conclura que Paction des
forces nées de la courbure seroit encore la méme, si la figure étoit sphérique.

Lorsque, au lieu de considérer & la fois le nombre infini des for-
ces qui agissent autour d’'un des points de la surface, on se borne & cher«
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cher les résultantes de ces forces, on trouve qu'elles sont proportionnelles
aux ligues des distances contenues dans deux plans normaux perpendicu-
laires entr’eux. :

Lraction exercée devant étre indépendante de la maniére dont les
forces qui l'exercent sont reparties autour du point douné, quelles que
soient les différences entre les lignes de distances qui représentent les ré-
sultantes de ces forces, laction sera toujours égale a celle qui seroit due
& une repartition uniforme des mémes forces.

Dans cette manicére d’envisager les choses, nous nous trouvons ra-
menés & ce que nous savons déjd sur laccord entre le principe de la
composition des forces et la loi de répartition de la courbure autour d'un
point donné. 1l est clair que les lignes de distances auxquelles les com-
posantes des forces sont proportionnelles représentent maintenant, non
plus des quantités infiniment petites, comme lorsqu'on considéroit 4 la fois
chacune des forces qui agissent autour du point donné, mais des quantités
finies résultantes de la somme de celles-ci, qui sont en nombre infini.

Dans la démonstration rapportée (§. 1. No. 1.), faute d’avoir encore
suffisamment refléchi sur cette maticre, les deux points de vue qu'on vient
d’expliquer avoient été confondus; ainsi, en prenant I'ensemble de toutes
~ les courbures contenues dans les plans normaux, on embrassoit la totalité
des, forces infiniment petites reparties autour du point donné, tandis que
‘la somme des courbures principales représentoit celle des composantes des
mémes forces. Au reste, quelle que soit la maniére dont on veut envi-
.sager ces forcs, il est également nécessaire de distinguer Iidée de la figure
de celle de la quantité de courhure qui appactient & la surface,

‘Ainsi, en embrassant Iensemble des forces, on trouve que la cour-
bure uniforme de la sphére de courbure moyenne équivaut & toute au-
tre disposition dans laquelle la condition de l'uniformité ne seroit plus
observée. '

Si, conformément au principe de la composition des forces, on prend
pour mesure de celles qui agissent sur un des points de la surface la
somme des lignes de distances contenues dans deux plans normaux
perpendiculaires entr’eux, et qu'on veuille cependant ne pas distinguer la
figure de la quantité de courbure, repartie autour du point choisi sur la
~surface: alors, en admettant qu'il y ait des forces proportionnelles i la
* eourbure, on est conduit i dire, chose absurde, que la figure d'une sur-
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face se réduit & deux courbes linéaires et que ces courbes peuvent étre
remplacées par une infinité d’autres courbes de figures différentes.

Il est évident que la considération des surfaces des distances et
celle de leurs développemens dérivent de la comparaison entre la cour-
bure de la surface donnée et celle d’'une certaine sphére. Nous dirons
donc que, sil est certain, dans le sens du passage d’Euler rapporté
§. 1. No. 1., qu,,on ne sauroit méme comparer la courbure des surfaces
avec celle d’'une sphére,” il ne I'est pas moins, dans le sens qui a été ex-
pliqué, que lidée compléte de la maniére dont la courbure est distribuée
autour du point donné, aussi bien que la connoissance de la distance mo-
yenne entre les points de la surface qui environnent le point de tangence
et le plan tangent, résulte de la comparaison de la courbure de la surface
d celle de la sphére de moyenne courbure.

Je m’étonnois qu'on n'eit pas encore cherché a tirer parti de la
comparanSon entre la courbure uniforme de la sphére et celle qui presente
toute autre figure de la surface, lorsque jai eu connoissance d’un mé-
moire publié récemment par Mr. Gauls, dans lequel, embrassant cette
comparaison sous un point de vue purement géométrique, Pillustre auteur
compare les courbes tracées sur les superficies courbes a celles qui seroient
méndes sur la surface de la sphére. Je m’ai pu faire qu'une lecture ra-
pide de ce travail. Je le regrette d'autant plus que, malgré l'extréme dif-
férence entre l'idée premiére de Mr. Gauls et celle qui a amené les re-
cherches quon vient de lire, il m’a paru, que des résultats semblables i
ceux que jai obtenu pouvoient, dans certains cas, étre tirés des formules
de lauteur, et quassurement un pareil accord, si j'étois A méme d’en éta-
blir la réalité, seroit une puissante recommendation en faveur de mes pro-
pres recherches.

8. La considération des courbures moyennes est nécessairement
applicable A toutes les questions ou la courbure des surfaces )oue le role
d'une puissance; mais le but, que nous nous sommes proposé n’est pas de
traxter ces (uestions; nous nous bornerons donc, a I'égard des applications,
4 un petit nombre de remarques.

L’équation des surfaces élastiques ayant été l'occasion de nos re-
cherches, il est & propos de faire observer d’abord que, pour justifier 'hy-
pothése qui a servi & trouver, la premiére foisy Péquation de ces surfaces,
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il suffiroit de répéter les diverses propositions qui ont été démontrées, en
y joignant la désignation de ce genre de surfaces.

La simplicité de description et le petit nombre des figures différen-
tes de la surface qui peuvent convenir & la construction des voutes ont
sans doute masqué aux yeux des géométres, qui se sont occupés de cette
matiére, la nécessité de savoir exprimer d'une maniére générale les rési-
stences nées de la courbure des surfaces. La notion des courbures mo-
yennes ne sauroit cependant demeurer étrangére & de telles recherches.
Supposons, par exemple, qu'on veuille comparer les voiites en démes aux
voites en berceaux: ne sera-til pas de la plus grande utilité de savoir
aussi comparer les deux genres de courbures employées?

Nous terminerons ces reflexions en présentant I'exemple de deux
surfaces de figures différentes qui possédent, en méme tems qu'une éten-
due égale, la méme courbure moyenne dans tous leurs points.

Les deux surfaces dont nous voulons parler sont celle du cylindre
circonscrit et la quatriéme partie de la surface sphérique décrite du rayon
double de celui de la sphére inscrite. Ces deux surfaces sont d’une éten-
due égale; puisque le cylindre et la sphére inscrite sont égaux en sur-
face, et que celle des sphéres est en raison du quarré de leurs rayons.
De plus, ces mémes surfaces ont dans tous leurs points la méme courbure
moyenne: car, d’aprés ce qui précéde, la sphére dont le rayon est double
de celui de la base de la surface cylindrique n’est autre chose que la
sphére de moyenne courbure de cette surface. -

§. 4.
Examen du cas ot les deux rayons de courbures principales
ne sont pas dirigés du méme coOté.

1. La surface sphérique, d’'une part, et, de l'autre, la surface dont
les rayons de principales courbures sont égaux mais de signes opposés,
comprennent entrelles toutes les figures possibles de la surface courbe.

Dans ce qui précéde, on s'est uniquement occupé du cas ou les
deux rayons de courbures principales sont dirigds du méme coté; et, pour
plus de simplicité, on a supposé que, quel que soit le changement des figu-
res, la somme des courbures principales, représentée ici par celle des lignes
de principales distances, est toujours la méme. :
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Aprés avoir également supposé, & I'égard des surfaces dont les ra-
yons de principales courbures sont dirigés dans des sens opposés, que, ab-
straction faite du signe, la somme des lignes de principales distan-
ces demeure toujours la méme, nous examinerons ce qui deviennent alors
et la surface des distances moyennes et la loi de répartition de
la courbure autour d’un point choisi sur la surface.

Il faut, d’abord se rappeler quw 4C est le développement des bases
des deux surfaces des distances; que ces bases sont contenus dans le
plan tangent; et que, par conséquent, 4C représente la position de ce plan.

Cela posé, on verra aisément que, pour toutes les figures de la
surface comprises entre la forme cylindrique et celle de la surface dont
les rayons de courbures principales, et, par conséquent, aussi les lignes de
distances principales sont égaux et de signes contraires, les angles en ¢
et ¢/, h et A’ demeurent les mémes (Fig. 2. 3. et 4.).

La valeur de ces angles dépend, en effet, uniquement et de l'inter-
valle p¢, invariable, puisque, par construction, il est, dans tous les cas
possibles, la quatriéme partie de A4C, et de la somme des deux lignes pg,
gh, qui, ainsi quon vient de le dire, est également invariable,

Lorsque les deux rayons de courbures principales sont dirigés en
sens opposé, la ligne brisée Bgha, et dés-lors aussi la directrice de la
surface des distances, dont cette ligne est le développement, est donc
indépendante du rapport entre les deux rayons de courbures, et, par con-
séquent, elle est, dans tous les cas, celle qui convient & la surface eylin-
drique (Fig. 2.), limite commune entre ce genre de surfaces et celles dont
les rayons de courbures sont dirigés du méme coté. Les diflérences
entre ces diverses surfaces consistent seulement en ce que des parties
plus ou moins grandes de la directrice se trouvent placées au dessus du
plan tangent.

On se représentera les conséquences de la transformation par la-
quelle la surface passeroit de la forme cylindrique i celle ou les rayons
de principales courbures sont égaux mais de signes contraires, si on con-
¢oit que la ligne 4C (Fig.2.) se meuve parallélement i elle méme, en se
rapprochant graduellement de BD (Fig. 3.), jusqu’ii ce que ces deux lignes
se confondent (Fig. 4.). En effet, durant ce mouvement, la ligne pg
de principale distance située au dessus du plan tangent, ligne qui
étoit nulle & I'égard de la surface cylindrique, augmentera par degrés, en

4%
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méme tems que g/ diminuera de quantités égales, jusqu'd ce quenfin ces
deux lignes, terminées aux cotés opposés de 4C, deviennent Sgales.

En passant de la surface sphérique & la surface cylindrique par le
nombre infini des configurations qui les séparent, la ligne brisée B¢/ etc.,
et, par conséquent, aussi la directrice de la surface des distances, dont
cette ligne est le développement, change de forme autant de fois; mais au
milieu de tous ces changemens, la surface des moyennes distances
n'en subit aucun,

Ces changemens, d’'une part, et cette invariabilité, de I'autre, résul-
tent de ce que nous avons dit touchant le nombre infini des figures de la
surface auxquelles appartient une méme courbure moyenne, ou, en d’au-
tres termes, une méme quantité dynamique de courbure.

Le contraire arrive quand on passe de la surface cylindrique a celle
dont les rayons de courbures principales sont égaux, mais de signes con-
traires. La directrice de la surface des distances conserve la méme
forme; mais une partie de cette courbe passe de lautre c6té du plan tan-
gent, et, par conséquent, la surface des distances moyennes dimi-
nue graduellement, jusqua ce quelle Panéantisse, lorsque les lignes de
distances terminées & une des faces du plan tangent sont égales aux
lignes de distances termindes & lautre face du méme plan,

On congoit, en effet, que, ne pouvant attribuer & une force deux
directions contraires, celle qui résulte de la courbure ne peut présenté-
ment dépendre que de la différence entre les courbures principales, et que,
par conséquent, la surface des distances moyennes, qui ne cesse
pas de représenter la quantité dynamique de la courbure, doit s’andantir
lorsque les deux courbures dirigées en sens contraires sont égales. 1l nous
reste & montrer que, malgré les différences qu'entraine le changement de
direction d'un des rayons de courbures principales, la loi de distribution-
de la courbure autour d'un des points de la surface ne souffre aucune
altération: quainsi il est encore vrai que la somme des lignes de di-
stances contenues dans deux plans normaux perpendiculaires entreux
est indépendante du choix de ces plans: que la ligne de distance con-
tenue dans les plans moyens est moyenne entre les lignes de distances
principales: enfin que, en embrassant le contour entier du point donné,
ily a, en général, quatre directions du plan normal pour lesquelles les
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lignes de distances sont égales, et que le nombre de ces directions
se réduit & deux A Pégard des lignes de principales distances.

11 suffit, en effet, pour étendre ces diverses propositions au cas pré-
sent, d'observer que, l'augmentation des lignes de distances situées
au dessus de 4C étant considérée, a raison du signe, comme une diminu-
tion, les diverses lignes de distances dont la comparaison sert & éta-
blir, dans le cas des surfaces cylindriques, les propositions dont il s’agit,
éprouvent & la fois des diminutions proportionnelles; en sorte que, leur
grandeur relative ne changeant pas, les mémes raisonnemens subsistent.
A I'égard de la surface cylindrique, on peut remarquer (Fig. 2.) que deux
points seulement du développement de Ia directrice de la surface de
distances, savoir ¢ et ¢/, tombant sur 4C, une des courbures principa-
les est nulle. Quand les deux rayons de courbures principales sont de
signes. opposées (Fig. 3.), quatre points du développement de la directrice,
savoir v et £, v’ et ¢/, tombant sur AC, ni I'une ni l'autre des eourbures
principales ne sont nulles; mais, de méme qu'd I'égard des surfaces cylin-
driques, la sphére dont le rayon est infini est au nombre de celles qui
ont leur centre sur la normale au point donné.

Dans le cas ou les deux rayons de courbures pnncxpales sont egaux
et de signes contraires, (Fig. 4.) les points en v et u, v’ et 4’ se confon-
dent avec ceux en B, n, et n’, n, lesquels partagent BD en quatre par-
ties égales. La sphére dont le rayon est infini est donc alors celle de
moyenne courbure, et cette sphére se confond avec le plan tangent.



