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L’article présente brigvement les travaux de Sophie Germain sur les surfaces élastiques,
en centrant I’analyse sur le role et la justification de I’hypothése fondamentale qu’elle a faite
par analogie avec les travaux d’Euler sur les tiges. Cette hypothése postule que la force
élastique en un point d’une surface, qui contrebalance I'effet des forces extérieures appli-
quées, est proportionnelle a la somme des courbures principales de la surface en ce point.
L’article décrit de quelle intuition procéde cette hypothése qui va conduire Sophie Germain
4 définir un domaine mixte entre la géométrie et la mécanique, dans lequel les notions de
‘‘courbure moyenne,’’ de *‘sphére moyenne,”’ et de ‘‘surface des distances” répondent anx
besoins de mathématisation de la notion de forme d’une surface. L article indique les limites
de cette théorie au regard de celle, contemporaine, de Gauss. © 1987 Academic Press, Inc.

Der Aufsatz stellt kurz die Arbeiten von Sophie Germain iiber elastische Oberflichen vor.
Schwerpunktartig wird die Rolle und die Rechtfertigung der grundlegenden Hypothese ana-
lysiert, die sie in Analogie zu den Arbeiten von Euler tiber Gesténge angenommen hat. Diese
Hypothese fordert, daB die elastische Kraft in einem Oberflichenpunkt, die die Wirkung der
duBerlich aufgewandten Krifte aufwiegt, der Summe der Hauptkriimmungen der Oberfliche
in diesem Punkt proportional ist. Der Aufsatz beschreibt die Intuition, von der diese Hy-
pothese ausgeht, die S. Germain veranlaBt, ein ‘‘Mischgebiet”” zwischen Geometrie und
Mechanik zu definieren. In diesem Gebiet entsprechen die Begriffe der ‘‘mittleren Kriim-
mung,”’ der ‘“‘mittleren Kugel,”” und der ‘‘Oberfliche von Abstiinden’’ den Erfordernissen
der Mathematisierung des Begriffs der Gestalt einer Oberfliche. Der Aufsatz zeigt die Gren-
zen dieser Theorie im Vergleich zur gleichzeitigen Theorie von Gauss auf. © 1987 Academic
Press, Inc.

This article sketches Sophie Germain’s works on elastic surfaces, focusing on the role and
justification of the fundamental hypothesis she made along the line of Euler’s studies of
sticks. This hypothesis posits that at one point of a surface, the elastic force which counter-
balances the external forces is proportional to the sum of the principal curvatures of the
surface at this point. This article describes the intuitive thought processes in which this
hypothesis took root. Working with her premise, Sophie Germain defined a new domain
drawing from geometry and mechanics, in which the idea of mean curvature, mean sphere,
and the surface of distances allow a mathematical approach to the description of the sphere
of a surface. The limits of this theory are examined in terms of Gauss’ theory of the sanre
period. © 1987 Academic Press, Inc.
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1. INTRODUCTION

Des le XVIIIeme siécle, les travaux de mécanique et d’étude de vibration des
corps élastiques (lignes élastiques, bandes élastiques, lames minces . . .) ont été
a I’origine de certains progrés conceptuels de la géométrie différentielle.

Ainsi Jacques Bernoulli, dans ses travaux sur I’élastica [Bernoulli 1705], étudie
le mouvement d’une bande mince soumise en une de ses extrémités, 4 un poids
qui provoque une déformation. Il veut obtenir la nouvelle forme courbée de la
bande pour laquelle s’effectue 1’équilibre entre le moment du poids appliqué et la
“force d’élasticité’’ qui résulte de la déformation. Pour cela, Jacques Bernoulli
utilise les propriétés du cercle osculateur d’une courbe et donne I’expression
analytique du rayon de courbure d’une courbe en un point.

A partir de cet exemple, nous pouvons distinguer les divers aspects du pro-
bléme qui devront étre élucidés séparément afin de prétendre aboutir aux équa-
tions différentielles qui donnent le mouvement d’un point quelconque d’un corps
élastique, en fonction de sa position initiale, sa position dans le corps, les forces
extérieures appliquées, et éventuellement le temps dans le cas ou un état vibra-
toire s’installe. Ces aspects sont:

—L aspect mécanique: quelles lois ou quels principes de la mécanique faut-il
utiliser (analyse des forces, des moments etc.)?

—L’aspect proprement élastique: qu’est-ce qu’une ‘‘force élastique,”’ de
quoi dépend-elle, faut-il 1a faire intervenir, avec les forces extérieures, comme une
force de caractére vectoriel ou comme un moment (cet aspect est lié évidemment
a I’aspect mécanique) [1]?

—L’aspect géométrique: un corps élastique est soumis & des déformations
dont il va falloir rendre compte analytiquement [2].

Indiquons d’emblée que c’est ce dernier aspect que nous privilégions dans cet
article mais nous verrons qu’il n’est pas indépendant du précédent.

Euler devait obtenir de nouveaux résultats sur le sujet des courbes et unifier la
théorie des courbes élastiques dans un élégant traité ‘‘Addition sur les Courbes
Elastiques’’ publié en appendice 2 un ouvrage fondamental sur le calcul de varia-
tions [Euler 1744].

Par ailleurs Euler, dans sa Mécanique de 1736, montre que des masses ponc-
tuelles sur une surface, non soumises & des forces autres que gravitationnelles,
suivent les géodésiques de la surface et il poursuit ainsi I’étude des géodésiques,
déja amorcée par les Bernoulli.

Mais la géométrie, tant analytique que différentielle, des surfaces reste peu
développée au XVIIIeme siécle, en particulier dans les grands traités d’Euler.

Mentionnons néanmoins son mémoire sur la courbure des surfaces [Euler
17601, qui revét une importance capitale pour 'histoire de la géométrie différen-
tielle et aussi pour les travaux de Sophie Germain.

Dés l'introduction, Euler y expose son plan:
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—déterminer le rayon osculateur d’une section plane quelconque de la sur-
face.

—appliquer cette solution aux sections normales en un point a la surface
(c’est-a-dire les sections planes perpendiculaires au plan tangent en ce point),

—comparer entre eux les rayons osculateurs de toutes ces sections normales
par rapport a leur inclinaison mutelle,

plan qu’il suit fidélement.
Euler obtient deux expressions équivalentes pour le rayon de courbure d’une
section normale quelconque:

_ 1 _ 2fg
T L+Mcos2¢ f+g—(f g cos2o

ol L et M sont des constantes; f et g sont les rayons de courbure extrémaux parmi
tous les rayons de courbure des sections normales; ces sections seront dites
principales; ¢ est I’angle du plan de la section normale considérée avec la plan
d’une des sections principales.

Euler met ainsi en évidence la relation entre le rayon de courbure d’une section
normale quelconque et les rayons de courbure principaux, qui s’exprime aussi
par:

r

1 cos’¢ N sin’¢
r ! g

Il montre aussi d’ailleurs que la connaissance de trois rayons de courbure de
sections normales permet de trouver les sections principales et leurs rayons asso-
ciés, c’est-a-dire de trouver tous les éléments permettant d’appliquer la formule
générale.

Euler obtient pour deux sections normales, perpendiculaires entre elles, les
relations:

1 _f+g—(f- glos2
ro 2fg

et

1 _f+g—(f~ gkos ¢ + w/2)
r 2fg

d’ou il vient:
Ur+ 1r =1f+ 1g

résultat qui va jouer un grand role ultérieurement,

Mais dans les années suivantes, quand Euler ou Jacques II Bernoulli s’intéres-
sent soit aux tiges courbées (1760, 1774), soit a la vibration des plaques, des
cloches, ou des tambours (1787), leurs mémoires sont partiellement erronés, prin-
cipalement pour des raisons d’insuffisance du développement de la géométrie
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différentielle: les principes mécaniques d’Euler sont corrects et correctement
appliqués, mais il y manque la description différentielle de nombreux éléments
d’une courbe (qui peut étre gauche) et d’une surface.

Dans un mémoire rédigé en 1776 mais qui ne fut publié qu’en 1785 un éléve de
Monge, Jean-Baptiste Meusnier de la Place (1754-1793), donne une interprétation
géométrique nouvelle de I'étude d’Euler sur la courbure des surfaces [Meusnier
1785].

On sait pour une courbe plane donnée, le cercle osculateur en chaque point
admet un contact du second ordre avec la courbe en ce point; ce qui veut dire
qu’au voisinage du point, et en négligeant les infiniment petits du troisi¢me ordre,
la courbe et son cercle osculateur sont assimilables. On peut dire que Meusnier
cherche un analogue a cette propriété, dans le cas des surfaces [3].

Rappelant les résultats d’Euler sur la courbure des sections principales, Meus-
nier écrit:

que I'on peut présenter la question sous un autre point de vue en la faisant dépendre d’une

propriété intéressante savoir qu’il existe une génération que convient a tout élément de
surface.

Considérons un tore engendré par la rotation d’un cercle de rayon R;, autour
d’un axe (A) situé dans son plan et a une distance R, de son centre.

On vérifie aisément qu’en un point M du tore (cf. Figure 1) tel que OM = R, +
R,, les deux rayons principaux de courbure sont égaux 2 Ry et R, + R;. Ils
correspondent aux deux sections normales, définies

—1la premiére par (A) et M,
—1la seconde par le plan perpendiculaire en M a la premiére.

(A)

A partir de cet exemple, Meusnier établit le résultat suivant: on peut en négli-
geant les infiniment petits du troisi¢me ordre, considérer tout élément de surface
dans le voisinage d’un point donné, comme engendré par la rotation infiniment
petite d’un arc de cercle (situé dans I'une des sections principales, avec pour
centre, le centre de courbure principale correspondant) autour d’un axe situé dans
le plan du cercle, parailéle au plan tangent de I’élément et passant par I'autre
centre de courbure principale.

Le mode de génération considéré par Meusnier revient donc a substituer a la
surface dans le voisinage d’un point, un fore osculateur particulier dont ’axe est
paralléle au plan tangent.
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2. LES PREMIERS ESSAIS DE SOPHIE GERMAIN

En 1809, Sophie Germain s’attaque au probléme des surfaces élastiques, pour
concourir au Grand Prix de I’ Académie des Sciences. Elle devait présenter trois
mémoires successifs en 1811, 1813, 1815 [4]. Sans entrer ici dans le détail de sa
biographie ou de sa formation, il est clair que la vision de la méthodologie mathé-
matique propre a I’explication des phénoménes physiques que Sophie Germain
pouvait avoir, venait principalement de la Mécanique Analytique de Lagrange (I
édition en 1788), et de la lecture de quelques mémoires latins d’ Euler, pénible-
ment traduits.

Et fondamentalement, elle veut procéder par analogie avec le raisonnement qu’
Euler a suivi dans le cas unidimensional des tiges et des lames [Euler 1779]. Pour
Euler—et pour Jacques Bernoulli aussi d’ailleurs, dans son mémoire de 1705 que
Sophie Germain ignore encore a cette date—Ies forces internes d’ élasticité en un
point, qui contrebalancent les forces extérieures appliquées, sont proportionnelles
au rayon de courbure de la tige en ce point.

Sophie Germain part d’une équation bidimensionnelle—écrite par analogie
avec celle, unidimensionnelle, d’ Euler pour les tiges—a propos de laquelle elle
écrit, an début du mémoire de 1811 soumis au Prix:

Je me contente de la donner au commencement de mon mémoire sans entrer dans aucun
détail sur la maniére dont je I’ai trouvée. . . .
L’équation

JdzdyfPds + [dzdx[Qds — 2[{dxdyfRds = V[l/r + 1/r']

que je propose comme étant celle de I'équilibre de la surface vibrante élastique suppose que
pour un point quelconque de cette surface, on ait établi trois coordonnées orthogonales,
savoir x, y, z, de sorte que I'élément soit exprimé suivant I’'usage par I’équation

ds = dxdy[l + (3:2)* + (3,21,

la masse de cet élément le sera alors par [ds. [Bucciarelli & Dworski 1980, 57]

Le membre de gauche est censé représenter ’effet des forces extérieures appli-
quées, dont les composantes sur les trois axes orthogonaux sont P, Q, R. Dans le
membre de droite qui représente la force élastique, V est une constante d’élasti-
cité liée & la nature du matériau, élasticité supposée uniforme dans tous les sens;
et I’expression (1/r + 1/r') est ici la somme des courbures principales.

Puis elle fait comme Euler plusieurs hypothéses simplificatrices sur les déplace-
ments et rotations de la plaque et obtient une équation différentielle du sixiéme
ordre (fausse) dont elle cherche les solutions sous forme de séries trigonométri-
ques.

Ce que Sophie Germain appellera toujours ‘‘mon hypothése’ faite par analogie
avec ce qu’elle a compris d’Euler, est le fait que la force élastique est proportion-
nelle d la somme des courbures principales.

En fait plusieurs points sont trés contestables dans son mémoire qui dans I’en-
semble est erroné; en particulier I’équation de départ est sans réelle signification.
De plus le traitement mathématique présente de nombreuses insuffisances et la
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notion de force élastique elle-méme est trés floue. S’y trouvent confondues la
notion eulérienne de force élastique, et la notion lagrangienne de moment élasti-
que—auwyourd’hui appelé travail—quantité scalaire, soumise aux méthodes varia-
tionnelles de la Mécanique Analytique [5].

Mais concentrons nous sur I’hypothése elle-méme. L’idée de faire jouer, dans le
cadre de la théorie des surfaces, a la somme des courbures principales, le méme
role que la courbure de la ligne élastique dans la théoire des verges, est originale;
et nous préciserons ci-dessous de quelles intuitions proceéde cette hypothése.

Justifier, démontrer (si cela est possible) son hypothése, sera la préoccupation
constante de Sophie Germain; soumise aux critiques des membres de la commu-
nauté scientifique, elle considérera toujours que ces critiques visent surtout cette
hypothése, ce qui n’était pas forcément le cas. Par exemple Lagrange [1812/1829],
obtiendra I’équation correcte de vibration des plaques a partir de son hypothése,
mais en y adjoignant des conditions aux bords adéquates, et en corrigeant 'ana-
lyse mathématique [6].

Dans le mémoire de 1811, elle se contente d’indiquer que si elle a retenu I'ex-
pression 1/r + 1/r', c’est que pour de petites vibrations, les termes en 1/rr’ ou en
d’autres fonctions des courbures principales sont négligeables par rapport 4 leur
somme.

Dans le mémoire remis en 1813 pour le deuxiéme concours, Sophie Germain
cherche a justifier son hypothése par des considérations géométriques sur la dé-
formation d’un plan auquel quatre points appartiennent initialement. Elle choisit
des points ayant pour coordonnées respectives:

XV, 2

x,y +dy,z+dz

x+dx,y, z+dz
x+dx,y +dy, z + 2dz + d%z.

Ici aussi S. Germain cherche 2 étendre par analogie le principe utilisé par Euler
pour une simple courbe, et imaginé encore par Jacques Bernoulli pour I'elastica,
principe qui stipule que la force d’élasticité résulte de la résistance, que les élé-
ments successifs de la tige opposent 4 étre fléchis les uns sur les autres et a
changer leur angle de contingence actuel (principe repris aussi par Lagrange).
Mais comment exprimer cette condition pour une surface ot la flexion peut avoir
lieu en tous sens? Quel est I’analogue de I’angle de contingence?

Elle cherche a calculer I'angle déterminé par les plans passant respectivement
par les premier, deuxiéme et quatriéme points et les premier, troisieme, et
quatriéme points. Cette tentative est trés critiquée par Legendre [Germain 1879,
340] (71, qui lui écrit:

Lagrange a eu raison de considérer deux éléments consécutifs dans la courbe élastique, et de
mesurer ’élasticité par I'angle compris entre les deux éléments. On n’a pas d’éléments
analogues dans les surfaces, ou du moins ceux que nous avons considérés ne sont pas dans le
signe de ’analogie. Un élément de la surface a pour projection dxdy, I’élément suivant a pour
projection
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(dx + ddx)(dy + ddy);

ces deux projections font deux carrés séparés. Ensuite I’étude des plans ne s’accomode pas
avec ces projections, parce qu'un plan, ne passe pas par quatre points. Il y a dans tout cela
beaucoup d’obscurité.

On le voit: ce qui fait ici cruellement défaut 4 Sophie Germain est bien une
théorie géométrique des surfaces.

3. L’INTERVENTION DE POISSON

Le premier Aot 1814, Poisson lit devant la premiére classe de I’ Institut un
‘““Mémoire sur les Surfaces Elastiques’ [Poisson 1814b] dans lequel il déclare
d’emblée que son but est de parvenir sans aucune hypothése aux équations d’é-
quilibre des surfaces élastiques, faisant ainsi référence au mémoire anonyme
ayant obtenu une mention honorable I’année précédente.

Récapitulant en scientifique professionnel tous les travaux antérieurs du
XVIIIeme siécle sur le sujet, Poisson les raméne a deux démarches: soit on
consideére le corps dont on étudie les vibrations comme une somme de lignes
indivisibles simples (c’est le cas d’Euler dans ses travaux sur les cloches), soit on
le considére comme composé de deux systémes de lignes perpendiculaires et qui
vibrent comme s’ils étaient collés I’'un & autre et sans se géner mutuellement
(Euler pour les tambours, Jacques II Bernoulli en 1787 sur les plaques).

Poisson veut rompre a tout prix avec ces méthodes de décomposition géométri-
que de la surface dont on étudie les vibrations.

11 se refuse a exprimer la réaction de la surface par les réactions partielles des
courbes dont elle est composée; en 1814 ce n’est donc pas tant les méthodes
lagrangiennes de la Mécanique Analytique que Poisson récuse principalement—
alors que ce cera nettement le cas en 1828 dans sa polémique avec Navier—que la
tradition proprement géométrique de la mécanique eulérienne [8}.

On sait évidemment que Poisson devait adopter le modele moléculaire et cher-
cher 4 déduire I’équation de la plaque a partir de I’équilibre d’une seule molécule
de la surface.

Sophie Germain, elle, a tenté de poursuivre la tradition eulérienne, en la fécon-
dant par les méthodes variationnelles de Lagrange mais il lui manquait la maitrise
de tous les instruments techniques et conceptuels.

Dans la Correspondance de I'Ecole Polytechnique, Poisson [1816] indique
qu’une autre hypothése, par exemple que la force élastique soit proportionnelle a
la différence des courbures principales, déterminerait la méme équation différen-
tielle. En fait dans la version compléte du mémoire publié [Poisson 1814b], il
argumente méme que ’application de la méthode variationnelle de Lagrange a
n’importe quelle expression de la forme

(I/r + Ur'? = C(U/rQ/r)

o1 C est une constante arbitraire, donne 1’équation de vibration de la plaque. C’est
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pourquoi Poisson accordait si peu de crédit a I’hypothése de Sophie Germain
[Bucciarelli & Dworski 1980, 65, 71-85].

D’ailleurs un aspect intéressant de 'approche variationnelle du probléme de la
courbure des plaques est que si on suppose, comme Sophie Germain, que la force
est proportionnelle & V(1/r + 1/r'), on peut obtenir, comme Lagrange I'a fait,
I’équation correcte du mouvement des points intérieurs, mais certaines des
équations déterminant le comportement des bords de la plaque sont erronées.

C’est Kirchhoff qui devait élucider cette question en 1850: mais outre des
techniques variationnelles délicates, sa méthode recquiert impérativement la no-
tion d’invariant d’une surface courbe, ¢’est-a-dire le mémoire de Gauss de 1827.

4. L'IDEE DE SOMMER TOUTES LES COURBURES POSSIBLES

Dans le troisieme mémoire de 1815, Sophie Germain qui a acquis une confiance
croissante dans son hypothése veut lui donner un statut de théoréme, déduit
logiquement a partir d’un postulat méthodologique qui lui semble incontestable.

Ce postulat est le suivant: Ieffet est proportionnel a la cause qui le produit;
c’est 'argument tant décrié par d’ Alembert, dans sa discussion avec Euler sur les
principes de la mécanique. Cherchant a défendre son hypothése, elle écrira:

Quand il se présente une question toute nouvelle, il est toujours extrémement difficile d’ac-
créditer un principe qui lui soit spécial. Ici cependant je crois avoir offert les conclusions d'un
raisonnement tellement simple qu’il ne préte guére a la contestation. Ainsi lorsque je dis
qu’une force est proportionnelle a I'effet qu’elle produit ou qu’elle tend a produire, fais-je
autre chose que d’exprimer une proposition généralement admise, et qui est d’ailleurs évi-
dente d’elle-méme? [9]

Ici la situation est a trois termes: une cause extérieure produit une déformation
d’une surface et celle—ci est elle—méme cause des forces d’élasticité. La rela-
tion ‘‘évidente’” de proportionnalité qui intéresse notre auteur est celle entre la
déformation de la surface et les forces d’élasticité.

La mathématisation de la notion de forme est directement posée, la déformation
étant congue comme une différence entre deux formes. D’abord noté par un
simple symbole littéral—I pour la forme initiale, £ pour la forme finale, élasti-
que—ce symbole ne devient mathématiquement opératoire qu’avec la notion de
courbure, avec laquelle il s’identifie dans le cas de la tige, puisque le rayon du
cercle osculateur (et donc son inverse) mesure en quelque sorte la déformation par
rapport a la forme rectiligne initiale.

Mais une surface élastique déformée présente une multitude de courbes possi-
bles en chaque point, qui sont les sections de la surface suivant tous les plans
passant par ce point.

Sophie Germain postule qu’en considérant la somme de toutes les courbures
relatives & toutes les courbes produites par les différentes sections planes de la
surface, on obtiendra une expression qui mathématisera la notion de forme de la
surface en ce point.

Elle propose donc implicitement une procédure intégrale pour rendre compte
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de la courbure d’une surface. Y coucourent deux raisonnements qui procédent de
deux intuitions distinctes:

—1.’une est mathématique; une surface est la somme de ses lignes au sens du
calcul des indivisibles puis du calcul intégral.

—L’autre est plus proprement physique; quand on étudie un solide élastique
d’épaisseur petite par rapport 4 ses autres dimensions, Sophie Germain écrira
qu’il

est permis de considérer ce solide comme partagé en un nombre infini de couches infiniment
minces, qui affecteraient toutes durant le mouvement des figures semblables aux figures que
les diverses couches réellement séparées prendraient, si toutes choses égales d’ailleurs, elles
étaient ébranlées isolément. . . . [Germain 1828]

L’approche est donc voisine de celle d’ Euler ou de celle de Jacques II Ber-
noulli, celles que réprouvait précisément Poisson.

Dans son troisieme mémoire de 1815, S. Germain indique que cette somme de
toutes les courbures se réduit & deux termes qui sont les courbures principales,
¢’est-a-dire les courbures maximale et minimale parmi toutes les courbures rela-
tives aux sections normales en un point donné. En fait elle expose beaucoup plus
clairement comment elle est arrivée a ce résultat dans son mémoire de 1831.

Euler pensait déja qu’on pouvait, pour étudier les propriétés de courbure d’une
surface, mettre a I’écart les sections obliques; de plus le résultat de Meusnier
publié en 1785, établit que la courbure d’une section oblique renferme le cosinus
de I'angle d’inclinaison.

En prenant alors, pour chacune des positions d'un plan normal, la somme de
toutes les courbures de toutes les sections inclinées, chaque valeur du cosinus
intervient deux fois avec des signes opposés; et dans une intégration de 0 a 7 par
rapport a I’angle d’inclinaison, le résultat est nul. Il était donc bien légitime de ne
s’occuper que des sections normales. Pour sommer ensuite les courbures relatives
aux sections normales, Sophie Germain utilise les résultats d’Euler, rappelés dans
notre introduction,

1 _f+g—(f— gkos2
ro 2fg

et

1 _f+g—(f~- g)os2¢ + 7/2)
r 2fg

d’ou il vient:

1

+ 5=
-

+

~ | —
N
0Q | =

(1

C’est sans doute cette derniére propriét
de son ‘‘hypothése.”’

, bien connue, qui lui a suggéré I'idée
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En effet de cette formule, elle conclut:

Ainsi la somme des raisons inverses des rayons de courbure de toutes les courbes produites
par les différentes sections de la surface se réduit 2 la somme des raisons inverses des deux
rayons de principales courbures de la méme surface, prise une infinité de fois. L’idée de
I'infini ne se présente ici qu’a raison de la répétition d’une seule et méme mesure, qui est en
effet celle de la courbure de la surface. [Germain 1821,6]

Cette derniére phrase traduit le procédé intégral simple

[t Lt~ -y - L e
2

ou p est le rayon de courbure de la section normale repérée par I’angle ¢ qu’elle
fait avec la section déterminant la courbure maximum.

Ainsi Sophie Germain aboutit au résultat que la somme intégrale de toutes les
courbures relatives a toutes les courbes possibles obtenues par intersection des
sections planes (passant par un point) avec la surface, est proportionnelle a la
somme des courbures principales.

Ce résultat analytique, joint au postulat méthodologique de I’effet proportionnel
a la cause, lui semble établir de facon irréfutable la validité de son hypothése pour
la théorie des surfaces élastiques.

5. UN DOMAINE “MIXTE” ENTRE GEOMETRIE ET MECANIQUE

Sophie Germain n’eut pas de véritable interlocuteur scientifique et intellectuel
dans la communauté des savants, en dépit de quelques bonnes amitiés comme
celle de Legendre et plus tard celle de Fourier.

En I’absence d’une compréhension précise de ses erreurs mathématiques et
face aux partisans du modéle moléculaire contre lesquels elle polarise ses efforts,
elle ne fait guére de vrais progrés conceptuels; seul son discours devient de plus
en plus résolument positiviste, mais ses travaux sont de peu de poids dans le
nouveau champ de la théorie de I’élasticité qui s’est ouvert dans les années 1820
avec les travaux de Navier, de Cauchy puis Poisson.

En 1821 elle publie & compte d’auteur [Germain 1821] le mémoire qui a obtenu
le grand prix en y ajoutant seulement un nouvel essai de ‘‘démonstration’’ de son
hypothése inspiré par le modele de celle de Jacques Bernoulli de 1705 pour I’élas-
tica; mémoire que Fourier lui a montré et expliqué. Mais I’application aux
plaques, qu’en fait Sophie Germain, est naive et peu convaincante.

Pourtant dans ses derniers travaux, une nouvelle dialectique entre mathémati-
ques et physique s’amorce.

A propos de la notion de surface élastique, elle écrit:

Elle est en quelque sorte mixte entre celle de la surface géométrique et celle du solide. En
effet d’une part la surface géométrique n’ayant aucune existence réelle se refuse a toute idée

de mouvement, et de [*autre, les molécules qui composent I’épaisseur du solide ne peuvent
étre confondues avec celles du solide, qu’en vertu de conditions particuliéres. . . .
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Et elle poursuit:

Cela posé, nous pouvons donc dire qu’un solide doué d’élasticité et dont I’épaisseur est fort
petite par rapport 3 ses autres dimensions, regoit le nom de surface élastique lorsqu’il est
assujetti a cette condition que abstraction faite du temps, chacune des couches dans les-
quelles on peut concevoir son épaisseur divisée se comporte, durant le mouvement de ce
solide, de 1a méme maniére que si elle était isolée. [Germain 1826]

Ainsi Sophie Germain en vient ici a prendre pour définition des surfaces €lasti-
ques, ’hypothése qui lui avait servi de modele quinze ans plus tot! Sa théorie va
alors évidemment s’appliquer a de telles surfaces. Enfin, la justification de I'hy-
pothése ne se pose plus.

Son ‘“Mémoire sur la courbure des surfaces’ [1831] s’inscrit dans ce domaine
mixte entre géométrie et physique. Il fut rédigé au cours des évenements de Juillet
1830 a Paris et a pour but d’élaborer une ‘‘théorie dynamique de la courbure’ et
non une théorie purement géométrique des surfaces considérées pour elles-
mémes.

En effet, elle écrit:

lorsque la courbure entre en comparaison avec des quantités dynamiques, on ne peut se
dissimuler qu’elle est tacitement traitée comme une quantité du méme genre. Les surfaces ne
sont donc plus considérées par rapport a elles seules, et il ne s’agit pas de leurs propriétés
particuliéres ni de celles qui sont communes 2 une classe d’entr’ elles. Ce dont il s’agit alors
c’est de définir la quantité dynamique née de la courbure. Or cette quantité ne dépend pas de
la figure des surfaces, mais d’une condition qui est remplie par un nombre infini de surfaces
différentes. [Germain 1831, 1]

Ainsi comme S. Germain I'exprime elle-méme, sa théorie de la courbure des
surfaces contient 'idée d’invariance. 1dée essentielle au projet méme d’une telle
théorie car en son absence, chaque surface concréte donnée se distingue radicale-
ment d’une autre, et il est alors impossible d’exhiber des classifications; la théorie
est sans objet.

Mais nous allons voir que I’invariance par rapport a la forme concréte des
surfaces des outils construits par S. Germain, est directement adaptée au cadre
précis de la théorie dynamique des surfaces élastiques; contrairement a I'inva-
riance dans la théorie gaussienne qui est pensée par rapport a des transformations
géométriques données, en particulier les isométries sur la surface.

Chemin faisant, Sophie Germain va;

(a) d’une part, donner une inteprétation géométrique de I’expression de la force
élastique d’une surface déformée, en la mesurant par le rayon d’une certaine
sphere.

(b) d’autre part, donner un contenu physique a la courbure qu’elle désigne
d’ailleurs comme une quantité physique mesurable—la quantité de courbure—
dont elle se propose d’étudier la loi de répartition.

Nous allons suivre maintenant le mémoire de 1831.
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6. LES INSTRUMENTS DE LA THEORIE DYNAMIQUE
DE LA COURBURE

(a) Courbure moyenne et sphére moyenne

Reprenant les résultats d’Euler et la présentation propre qu’elle en avait faite en
1815, Sophie Germain introduit les ‘‘plans moyens’’ qui correspondent aux va-
leurs ¢ = 45°, et ¢ = 45° + 90° des angles de ces plans avec I'une des sections
principales.

Les rayons de courbure des courbes appartenant & ces plans moyens sont alors
égaux entre eux et donc a:

/R = (172)(1/f + 1g).

Cette courbure, demi-somme des courbures principales, est dite courbure moy-
enne. Il ne s’agit pas seulement, dit-elle, d’une courbure qui serait une moyenne
entre les diverses courbures linéaires réparties autour d’un point de la surface.
Mais il s’agit vraiment d’une ‘‘courbure-moyenne-de-la-surface-elle-méme,”” qui
joue un role synthétique de représentation de la forme de la surface, au moins d’un
point de vue mécanique.

C’est pourquoi Sophie Germain définit la sphére moyenne: c’est une sphere
centrée sur la normale a la surface en un point et dont le rayon est précisément
défini par la relation ci-dessus; c’est-a-dire que les grands cercles de cette sphere
possédent comme courbure linéaire, la courbure moyenne.

Remarquons qu’en un point, une surface donnée et sa sphére moyenne ont
évidemment méme courbure moyenne; pourtant la sphére moyenne ne peut jouer
le role de surface osculatrice 4 la surface donnée comme le faisait le tore oscula-
teur de Meusnier, le contact entre les deux surfaces n’étant que du premier ordre
(c’est a dire qu’elles ont seulement méme plan tangent).

L’utilité de cette sphére moyenne va étre de montrer qu’il existe, sous le rapport
dynamique, une quantité de courbure indépendante de la figure des surfaces.

Sophie Germain se restreint dans un premier temps au cas ou les deux rayons de
courbures principales sont dirigés du méme c6té de la normale (c.a.d. quand fet g
sont de méme signe). C’est le cas des surfaces dites concavo—concaves ou bien
convexo—convexes, terminologie utilisée par Gauss dans son mémoire de 1827.

Elle tentera d’évoquer dans les derniéres pages de son mémoire les autres cas
mais en fait le cas des surfaces concavo-convexes (f et g de signes opposés) et
notamment celui des surfaces de courbure moyenne nulle (f et g égaux et op-
posés) ne peut étre traité suivant son modele; or ce dernier cas est fort important,
Meusnier ayant montré que de telles surfaces sont solutions de I’équation aux
dérivées partielles de Lagrange, caractérisant les surfaces minima.

(b) Surface des distances et surface des distances moyennes

Sophie Germain rappelle que dans le cas des courbes planes, la premiére idée
pour appréhender la courbure est de comparer la courbe a sa tangente: plus une
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courbe s’écarte de sa tangente, plus sa courbure est grande et plus, en termes
mécaniques, la force qui lui a été appliquée a di étre importante.

Elle définit pour une courbe donnée la ligne de distance en un point: c’est la
distance entre 'extrémité de I’arc de longueur unité compté sur la courbe a partir
du point, et la tangente. (En fait la ligne de distance signifie a la fois le segment
perpendiculaire a la tangente ainsi défini, et sa mesure, ce qui est usuel.) On vérifie
aisément que la courbure est proportionnelle a la ligne de distance.

Ce point de vue est en un sens proche de celui de Newton par exemple, qui
s’intéressant a la trajectoire d’un mobile, la décrit au moyen de la déflection de la
courbe par rapport a sa tangente.

Puis elle écrit:

Si nous jugeons qu’une ligne est courbe lorsque nous la voyons s’écarter de la direction d’une
droite qui la touche, I'idée de la courbure par rapport aux surfaces, nous est également
suggérée par I'observation de la distance qui sépare le plan tangent des points de la surface
voisins du point de tangence. . . .

La question des courbures moyennes peut étre énoncée en ces termes: Trouver I'expres-

sion de la distance moyenne entre le plan tangent et les points de la surface qui environnent le
point de tangence. [Germain 1831, 16-17]

Pour répondre a cette question, Sophie Germain considére I’ensemble des sec-
tions normales en un point M donné. Soient alors les extrémités des arcs—unité
comptés sur toutes ces courbes a partir de M. Ces extrémités déterminent sur la
surface une directrice qui est une courbe gauche.

La surface des distances est alors définie comme la surface formée par toutes
les lignes de distances tracées a partir des points de la directrice. C’est une portion
de surface cylindrique puisque toutes les lignes de distance sont perpendiculaires
au plan tangent de la surface en M.

Elle écrit:

En nous laissant conduire ici par I’analogie, nous dirons que, dans le point donné, la courbure
de la surface est proportionnelle 2 la surface des distances décrite autour de ce point.

Mais la “‘courbure d’une surface’” n’a pas été définie: admettre par analogie que
c’est un nombre, qui serait proportionnel a 'aire de la *‘surface des distances”
revient & admettre, nous le vérifierons avec I'interprétation dynamique de cette
surface, la fameuse hypothése de Sophie Germain sur la proportionnalité des
forces €lastiques a la somme des courbures principales.

Enfin Sophie Germain introduit la surface des distances moyennes de la surface
en un point. C’est la *‘surface des distances™ de la spheére moyenne en ce point.
Puisque la directrice tracée sur la sphére moyenne est forcément un cercle de
cette sphére, situé dans un plan paralléle au plan tangent a la surface en M, la
‘“‘surface des distances moyennes’’ est une portion de cylindre comprise entre le
plan tangent & la surface et la sphére moyenne.

Pour une surface donnée, en un point, Sophie Germain démontre que la “‘sur-
face des distances’ et la ““surface des distances moyennes’’ ont des aires égales.
En effet ce sont toutes deux des surfaces développables (I’'une est un cylindre,
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I’autre est une surface cylindrique) qu’elle peut comparer élément par élément,
par des comparaisons d’aires planes polygonales, une fois qu’elles ont é1é appli-
quées sur le plan.

Le résultat auquel aboutit tout son mémoire est le suivant:

Si pour deux surfaces différentes, de figures différentes, les sommes des courbures princi-
pales sont égales, alors les ‘‘surfaces des distances moyennes’’ respectives seront identiques
et les ‘‘surfaces des distances’’ auront méme aire.

La démonstration en est immédiate: si pour deux surfaces distinctes, les
sommes des courbures principales sont égales, ces deux surfaces auront méme
courbure moyenne, et donc méme sphére moyenne. Par suite les deux surfaces
auront méme ‘‘surface des distances mcyennes’’ et celle-ci aura méme aire (par la
proposition précédente) que chacune des ‘‘surfaces de distances’’ respectives des
deux surfaces initiales considérées.

Ainsi Sophie Germain pense avoir mis en évidence deux invariants (locaux)
pour des surfaces qui ont méme somme de courbures principales, en un point:

—Ila sphére moyenne,
—I’aire de la surface des distances,

qui lui semblent convenir parfaitement, quand on cherche a se représenter I’action
des forces diies a la courbure.

En effet revenons au point de vue mécanique qui gouverne I’introduction de ces
diverses surfaces et de toute la construction conceptuelle.

Elle écrit:

. . . les surfaces des distances sont terminées, d’une part au plan tangent et de I'autre a la
surface donnée, sur laquelle elles s’appuient dans tous les points de leurs directrices. Si on
congoit que ces surfaces, devenues solides, continuent a étre interposées entre la surface
donnée et son plan tangent, elles pourront étre regardées comme [’obstacle qui empéche les
points des directrices, c'est-2-dire, les points qui environnent celui de tangence, de s’appro-
cher de ce plan. Les différents points dont se composent les surfaces des distances, ainsi
interposées, étant doués de forces égales, I’étendue de ces surfaces représentera fidélement
les forces dues 2 la distance entre les directrices et le plan tangent, c’est-a-dire, qu’elle
représentera |’action des forces nées de la courbure de la surface donnée. {Germain 1831, 23].

En quelque sorte, la surface des distances matérialise ’action des forces nées
de la courbure et donne une représentation physique de ce qu’elie appelle la loi de
répartition de la courbure.

Et parce que la ‘‘surface des distances moyennes’’ a méme aire que la **surface
des distances’’ qui, elle, dépend de la forme de la surface donnée, Sophie Germain
affirme que du point de vue de I'action des forces tout se passe comme si la figure
était sphérique.

Elle peut conclure qu’

embrassant I'ensemble des forces, on trouve que la courbure uniforme de la sphére de

courbure moyenne équivaut a toute autre disposition dans laguelle la condition de 1’unifor-
mité ne serait plus observée.
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7. COURBURE MOYENNE . . . COURBURE GAUSSIENNE

Avyant constaté que la comparaison de la courbure d’une surface avec celle de la
sphére de moyenne courbure (par le biais notamment de leurs *‘surfaces de dis-
tances’’ respectives), fournit une ‘‘idée compléte de la maniére dont la courbure
est distribuée autour d’un point donné,”” Sophie Germain rapproche sa tentative
de celle de Gauss, dont le mémoire ‘‘Recherches Générales sur les Surfaces
Courbes’’ paru en 1828, est passé fort briévement entre ses mains.

Elle écrit a la fin de son mémoire de 1831:

Je m’étonnais qu’on n’eft pas ercore cherché a tirer parti de la comparaison entre la
courbure uniforme de la sphére et celle qui présente toute autre figure de la surface, lorsque j’°
ai eu connaissance d’un mémoire publié fort récemment par M. Gauss, dans lequel, embras-
sant cette comparaison sous un point de vue purement géométrique, I'illustre auteur compare
les courbures tracées sur les superficies courbes a celles qui seraient menées sur la surface de
la spheére. Je n’ai pu faire qu’une lecture rapide de ce travail. Je le regrette d’autant plus que,
malgré 'extréme différence entre I'idée premiére de M. Gauss et celle qui a amené les
recherches qu’on vient de lire, il m’a paru que des résultats semblables & ceux que j’ai obtenu
pouvaient, dans certains cas, étre tirés des formules de ’auteur, et qu’assurément un pareil
accord, si j’étais & méme d’en établir la réalité, serait une puissante recommandation en
faveur de mes propres recherches. [10]

Il est regrettable que, toujours marginalisée dans la communauté scientifique,
Sophie Germain n’ait pas eu le loisir d’étudier longuement le mémoire de Gauss et
d’apercevoir la profondeur et I’étendue de sa théorie, dont elle aurait pu alors tirer
profit pour son propre projet.

En effet comme nous allons le préciser, il faut bien le reconnaitre: les roles de
représentation de la sphére moyenne dans I’essai de Sophie Germain, et de la
sphére-unité dans la théorie gaussienne, ont peu de choses a voir.

De plus courbure moyenne et courbure gaussienne sont certes deux fonctions
trés simples des courbures principales: I'une en est la somme, 'autre le produit.
Mais est-ce seul un malheureux hasard pour notre auteur si c’est le produit qui
s’est avéré une notion si féconde dans tout le domaine de la géométrie et de la
physique?

Nous I’avons montré: pour Sophie Germain c’est la conviction, acquise dés les
années 1810, que la somme des courbures principales caractérise complétement
une surface, au moins dans le domaine de la théorie élastique, qui la conduit une
vingtaine d’années plus tard 4 la notion de sphére moyenne. D’ailleurs cette
conviction s’explique fort bien et était trés plausible, eu égard au résultat d’Euler
que nous avons rappelé.

La sphére moyenne n’est alors qu’une concrétisation immédiate de la demi-
somme des courbures principales. Sophie Germain ne s’intéresse pas vraiment 2
“I'image’’ d’une portion de la surface sur la sphére moyenne par une application
quelconque.

Rappelons, par contre, les principaux éléments de la démarche, purement
géométrique, du mémoire de Gauss [1827].

Gauss utilise la représentation sphérique d’une surface, qui lui vient de I’as-
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tronomie: a tout point M de la surface, pour lequel le vecteur normat a la surface
en M a comme cosinus directeurs X, Y,, Z;, Gauss associe le point m dont les
coordonnées sont X;, Y;, Z;; point qui appartient donc & la sphére-unité (X3 +
Yi+2zi=1.

Gauss approche la notion de courbure d’une surface en un point, 4 partir du
quotient de I’aire de I’élément de surface autour de ce point, a I'aire de son image
sur cette surface sphérique-unité auxiliaire. En fait il définit la courbure, dite
depuis gaussienne, comme étant égale a la limite de I'inverse de ce quotient.

Le calcul analytique prouve ensuite que cette courbure gaussienne se trouve
étre égale au produit des deux courbures principales et qu’elle caractérise la
géométrie intrinséque de la surface.

En effet Gauss a écrit I'élément linéaire de la surface (le ‘‘ds” de la surface),
sous la forme:

ds’ = E(p, q)dp* + 2F(p, q)apdq + G(p, q)dq*

ou p et q sont les coordonnées gaussiennes (qui sont des coordonnées paramétri-
sant la surface). Alors, la courbure gaussienne s’exprime uniquement en fonction
des coefficients E, F, G, de I’élément linéaire et de leurs premiéres et secondes
dérivées (par rapport a p et g).

Enfin la courbure gaussienne est invariante par les isométries de I'élément
linéaire, c’est-a-dire les transformations de la surface par courbure, sans flexion
ou pli, ni élongation. C’est le fameux ‘‘théoréme egregium’’ de Gauss: en cela, la
courbure gaussienne caractérise bien la surface, indépendamment de I'espace
euclidien dans lequel elle est plongée [11].

Ensuite Gauss étudie les géodésiques d’une surface (étude qui s’avérera capi-
tale) et donne leur détermination analytique. Il forme la somme des angles d’un
triangle géodésique, ce qui lui permet d’énoncer le résultat fondamental suivant:
la somme des angles d’un triangle formé par des lignes géodésiques sur une
surface quelconque est:

—supérieure a I, si cette surface est concavo—concave,
—inférieure a I, si elle concavo-convexe,

d’une quantité qui a pour mesure 1’aire du triangle sphérique qui lui correspond
dans la représentation sur la sphére-unité (en comptant la surface totale de cette
derniére pour 4I1).

Pour démontrer ce théoréme, Gauss exhibe deux systémes de courbes, se cou-
pant orthogonalement sur la surface et dont I'un est formé de géodésiques, syst-
émes qui constitueront des coordonnées locales sur la surface et seront trés utiles
pour décrire le mouvement d’une point d’une surface vibrante.

Gauss décrit lui-méme la rupture épistémologique dont il est I’artisan:

envisager une surface non comme la limite d’un solide, mais bien comme un solide flexible, et
inextensible, dont une dimension est censée s’évanouir . . . et par suite s’intéresser aux
propriétés absolues et invariables de cette surface quelle que soit sa forme.
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Ceci conduit a étudier une surface, non dans ses rapports a I’espace environ-
nant, mais d’un point de vue intrinséque, en se plagant sur la surface elle-méme.
C’est en maitrisant ce point de vue que les élasticiens de la deuxiéme moitié du
XIX?®™e sigcle feront des progrés importants dans la théorie des surfaces élastiques
de formes initiales variées.

Or les notions de sphére moyenne et surtout de surface des distances, trop
directement concrétes et liées i la représentation mécanique, s’opposent a ce
point de vue tandis que manque & Sophie Germain la détermination analytique de
nombreux éléments relatifs a une surface.

Le détour par une théorie mathématique autonome, puissante et profonde, s’est
donc révélé indispensable dans le domaine difficile des surfaces élastiques, dé-
friché par Sophie Germain. Elle n’eit pas le temps ni les moyens de se convaincre
de cette nécessité.

NOTES

1. Sur ces deux aspects, on consultera surtout [Truesdell 1960, 1968].

2. Sur Ihistoire de la géométrie différentielle, voir [Reich 1973: Struik 1933], mais les travaux de
Sophie Germain n’y sont que trés brievement évoqueés.

3. Sur le théoréeme de Meusnier, voir aussi [Darboux 1887, 268-271; Reich 1973, 286].

4. Ces mémoires manuscrits de Sophie Germain se trouvent aux Archives de ’Académie des
Sciences, classés au dossier du Grand Prix pour I'année 1813. L"étude la plus compléte de I'oeuvre de
Sophie Germain, notamment de ces 3 essais, et de ses relations avec ses contemporains, se trouve
dans Bucciarelli et Dworski [1980]. Todhunter et Pearson [1886] ont rendu compte de [{Germain 1821].
Enfin C. Truesdell annonce dans [Truesdell 1983] une étude a paraitre.

5. De plus Sophie Germain ne fait intervenir qu'une seul coefficient dans sa théorie; or la question du
nombre de paramétres caractérisant un corps élastique a été une source de difficultés et de divisions.
Dautre part on déduit de son analyse que la puissance 4 laquelle intervient Iépaisseur de la membrane
(supposée mince) dans I'expression du moment élastique, est égale a 4. Navier [1820], lui, trouvera la
valeur 3, alors qu'Euler avait la valeur 2. voir [Bucciarelli & Dworski 1980, 139-140]. L’analyse
complete de tous ces aspects sortirait du cadre de cet article et est faite par Bucciarelli et Dworski.

6. La note manuscrite de Lagrange [1812/1829] a été publiée au cours de la controverse de Navier
avec Poisson. Celui-ci, de parfaite mauvaise foi sur ce sujet, avait commencé par en nier I’existence.

7. La plus grande partie de la correspondance se trouve 2 la Bibliothéque Nationale, Ms. 9114, 9118.
. . . De nombreuses lettres sont publiées en anglais dans Bucciarelli et Dworski [1980]; voir aussi
[Germain 1879]: les lettres les plus significatives y figurent.

8. Pour une étude globale de la critique par Poisson des méthodes lagrangiennes, voir [Arnold 1983/
1984; Dahan-Dalmédico 1985, 51-551.

9. A propos de la place de ce postulat de proportionnalité de I'effet a la cause, voir [Dahan-
Dalmédico 1987; Bucciarelli & Dworski 1980, 80-81].

10. On peut également consulter une Lettre de Sophie Germain 4 Gauss, datée du 28 Mars 1829, qui
se trouve a la bibliothéque de I'université de Gottingen et publiée en anglais dans Bucciarelli et
Dworski [1980]. '

Sophie Germain résume a Gauss les grandes lignes de son mémoire, alors en préparation, et lui
avoue I’étonnement et la satisfaction qu’elle a éprouvés en apprenant qu’

un mathématicien si réputé, a et presque simultanément I'idée de I’analogie (pour définir la
courbure d’une surface a aide de celle d’une sphére) qui me semble si rationnelle que je ne
comprends pas que personne ne [’ait eu plus t6t.
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11. En 1815 O. Rodrigues, alors jeune étudiant de Poisson, publia deux courtes notes [1815a, 1815b]
dans lesquelles il avait introduit la sphére auxiliaire d’une surface et montré que la valeur de Vinté-
grale, étendue 2 la surface, de 1/(pp’) (la courbure intégrale gaussienne) est égale & la projection
normale de la surface sur cette sphére. Rodrigues préfigure, dans un ordre différent, les résultats de
[Gauss 1827]. Mais Rodrigues ne rend pas compte des changements de signe de la courbure gaussienne
pour les surfaces concavo-convexes et attribue par exemple au tore une courbure totale égale a 87 il
manque ainsi le ‘‘théoréme égrégium’’. Voir [Truesdell 1983; Reich 1973]. Sophie Germain, si elle
mentionne Rodrigues, ne I’a visiblement pas lu.

12. En particulier pour de ‘“petites’” vibrations. Kirchhoff [1850] considere la surface médiane de la
surface élastique comme inextensible et lui applique alors le résultat de Gauss sur ’invariance de la
courbure qui se traduit par

(R, + 8(/R)1/R, + 8(I/R)) = UR,R,
ce qui. développé au premier ordre des variations, donne:
/R, - 8(1/R)) + 1/R, - 8(1/R;) = 0.

Cette relation conduit a I’équation différentielle déterminant le mouvement d’un point de la surface
vibrante. Voir [Love 1927/1944, 499 et suivantes].
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